
Zadanie 6 

Rozważmy następujący problem dyfuzji po granicach ziaren w geometrii 2D: 

 

Dyfuzja opisana jest równaniem: 
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Warunki początkowe: 

c(x,y,0) = 0 

Warunki brzegowe: 

-typu Dirichleta: �� = � 

-typu Neumana: 
��

��
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Wykonaj symulację rozkładu stężeń w stanie niestacjonarnym: 

c(x,y,t) = ?  (x,y) ϵ  Ω 

W obliczeniach przyjmij dane: 

D = 0,01 

DGB = 10 

a = 1 

d = 0,1 

H = 10 



Rozwiązanie: 

1. Uruchomić program COMSOL Multiphysics 5.1

2. Po otwarciu programu należy wybrać 

3. Następnie w sekcji Select Space Dimensions

4. W sekcji Select Physics należy rozwinąć ś

Form PDE i nacisnąć przycisk Add

oznaczenie zmiennej, która domyślnie jest oznaczona literą "u". 

5.  W sekcji Select Study należy wybrać opcję

1. Uruchomić program COMSOL Multiphysics 5.1 

2. Po otwarciu programu należy wybrać Model Wizard 

 
Select Space Dimensions należy wybrać geometrię 2D 

należy rozwinąć ścieżkę Mathematics > PDE Interfaces

Add. W lewej części okna w zależności od potrzeb można zmienić 

oznaczenie zmiennej, która domyślnie jest oznaczona literą "u".  

 

należy wybrać opcję Time Dependent i nacisnąć przycisk

 
Mathematics > PDE Interfaces i wybrać General 

W lewej części okna w zależności od potrzeb można zmienić 

 

nacisnąć przycisk Done. 



6. Po wykonaniu poprzednich kroków otwiera się okno projektu zdefiniowanego przez wybory 

dokonane w  ramach Model Wizard.

zadania jest wprowadzenie zmiennych globalnych, które będą wykorzystywane w tym projekcie. W 

tym celu prawym przyciskiem myszy na przycisk 

ekranu i z listy wybieramy prawym przyciskiem przycisk 

7. Po wybraniu opcji pojawia się tabela w której należy wprowadzić w kolumnie 

parametrów podanych w treści zadania, a w kolumnie 

Value są generowane automatycznie.

 
 

. Po wykonaniu poprzednich kroków otwiera się okno projektu zdefiniowanego przez wybory 

Model Wizard. Pierwszym krokiem od którego należy rozpocząć rozwiązywanie 

zadania jest wprowadzenie zmiennych globalnych, które będą wykorzystywane w tym projekcie. W 

tym celu prawym przyciskiem myszy na przycisk Global Definitions, znajdującym się w lewej części 

u i z listy wybieramy prawym przyciskiem przycisk Parameters. 

. Po wybraniu opcji pojawia się tabela w której należy wprowadzić w kolumnie 

podanych w treści zadania, a w kolumnie Expression ich wartości. Liczby w kolumnie 

generowane automatycznie. 

. Po wykonaniu poprzednich kroków otwiera się okno projektu zdefiniowanego przez wybory 

Pierwszym krokiem od którego należy rozpocząć rozwiązywanie 

zadania jest wprowadzenie zmiennych globalnych, które będą wykorzystywane w tym projekcie. W 

, znajdującym się w lewej części 

 
. Po wybraniu opcji pojawia się tabela w której należy wprowadzić w kolumnie Name nazwy 

ich wartości. Liczby w kolumnie 

 



8. Kolejnym etapem jest wykonanie odpowiedniej geometrii.  W tym celu należy kliknąć prawym 

przyciskiem myszy na przycisk Geometry 1

9. W celu wykonania pierwszego prostokąta odpowiadającego granicy międzyziarnowej należy 

wprowadzić do okien Width i 

zdefiniowane w sekcji Parameters

Selected. 

10. Następnie należy wykonać kolejny prostokąt odpowiadający ziarnu. W tym celu tworzymy sekcję 

Rectangle 2, tak jak to opisano w punkcie 7. W oknach 

i H. Po wprowadzeniu wartości należy nacisnąć przycisk 

. Kolejnym etapem jest wykonanie odpowiedniej geometrii.  W tym celu należy kliknąć prawym 

Geometry 1 i z listy wybrać przycisk Rectangle. 

 

W celu wykonania pierwszego prostokąta odpowiadającego granicy międzyziarnowej należy 

i Height w sekcji Rectangle 1 odpowiednio a

Parameters. Po wprowadzeniu wartości należy nacisnąć przyc

 

kolejny prostokąt odpowiadający ziarnu. W tym celu tworzymy sekcję 

, tak jak to opisano w punkcie 7. W oknach Width i Height wprowadzamy odpowiednio 

Po wprowadzeniu wartości należy nacisnąć przycisk Build Selected. 

. Kolejnym etapem jest wykonanie odpowiedniej geometrii.  W tym celu należy kliknąć prawym 

 

W celu wykonania pierwszego prostokąta odpowiadającego granicy międzyziarnowej należy 

a i H, które zostały 

. Po wprowadzeniu wartości należy nacisnąć przycisk Build 

 

kolejny prostokąt odpowiadający ziarnu. W tym celu tworzymy sekcję 

wprowadzamy odpowiednio d 



11. Rozpatrywana geometria w zadaniu składa się 4 ziaren i 3 granic międzyziarnowych. Aby je 

wykonać należy utworzyć 5 nowych sekcji 

wprowadzić do nich odpowiednie wymiary i położenia obiektów. Położenie obiektu domyślnie 

rozpatrywane jest jako położenie lewego dolnego wierzchołka, co jednak można zmienić w sekcji 

Position. Korzystając z domyślnych ustawień należy jako położenie

- dla granic międzyziarnowych: 

Po wprowadzeniu wymiarów i położenia w każdej z sekcji należy nacisnąć przycisk 

12. Następnym etapem jest wprowadzenie podanych w zadaniu

należy, kliknąć lewym przyciskiem myszy na przycisk 

General Form PDE (g). W sekcji 

D*cx oraz -D*cy, co odpowiada wartością strumienia w kierunkach x i y, jakie zadane są w treści 

zadania. W równaniu wbudowanym w programie, strumień jest poddany działaniu operatora Nabla, 

w wyniku czego otrzymywana jest dywergencja strumienia.

. Rozpatrywana geometria w zadaniu składa się 4 ziaren i 3 granic międzyziarnowych. Aby je 

wykonać należy utworzyć 5 nowych sekcji Rectangle (tak jak to opisano w punktach 

wprowadzić do nich odpowiednie wymiary i położenia obiektów. Położenie obiektu domyślnie 

rozpatrywane jest jako położenie lewego dolnego wierzchołka, co jednak można zmienić w sekcji 

. Korzystając z domyślnych ustawień należy jako położenie w osi x wprowadzić odpowiednio:

- dla ziaren:  2*a+d; -d; -2*d-a 

dla granic międzyziarnowych: d+a; -d-a 

Po wprowadzeniu wymiarów i położenia w każdej z sekcji należy nacisnąć przycisk 

. Następnym etapem jest wprowadzenie podanych w zadaniu równań do programu. W tym celu 

należy, kliknąć lewym przyciskiem myszy na przycisk General Form PDE 1 znajdujący się w sekcji 

. W sekcji Conservative Flux należy wprowadzić w oknach 

, co odpowiada wartością strumienia w kierunkach x i y, jakie zadane są w treści 

W równaniu wbudowanym w programie, strumień jest poddany działaniu operatora Nabla, 

wana jest dywergencja strumienia. W sekcji Source Term

 

. Rozpatrywana geometria w zadaniu składa się 4 ziaren i 3 granic międzyziarnowych. Aby je 

(tak jak to opisano w punktach 8-10) i 

wprowadzić do nich odpowiednie wymiary i położenia obiektów. Położenie obiektu domyślnie 

rozpatrywane jest jako położenie lewego dolnego wierzchołka, co jednak można zmienić w sekcji 

wprowadzić odpowiednio: 

Po wprowadzeniu wymiarów i położenia w każdej z sekcji należy nacisnąć przycisk Build Selected. 

 
równań do programu. W tym celu 

znajdujący się w sekcji 

w oknach x i y odpowiednio: -

, co odpowiada wartością strumienia w kierunkach x i y, jakie zadane są w treści 

W równaniu wbudowanym w programie, strumień jest poddany działaniu operatora Nabla, 

Source Term należy wpisać 0. 



Parametrów w sekcjach Mass Coefficient (e

zmieniać, ponieważ ich domyślne wartości są zgodne z tymi zadanymi w zadaniu.

13. W rozpatrywanym problemie, wartość strumienia zależy od ośrodka w 

dyfuzji. Aby wprowadzić to do programu, należy wykonać nową sekcję 

celu należy prawym przyciskiem myszy kliknąć na przycisk 

przycisk Duplicate. 

14. Skorzystanie z polecenia Duplicate

Poprzez zaznaczenie (kliknięcie) obszarów granic międzyziarnowych w oknie 

obszary w jakich fizyka będzie obowiązywać. Dodatkowo w sekcj

parametr D na Dgb. 

Mass Coefficient (ea) oraz Damping or Mass Coefficient

, ponieważ ich domyślne wartości są zgodne z tymi zadanymi w zadaniu.

 

. W rozpatrywanym problemie, wartość strumienia zależy od ośrodka w jakim zachodzi proces 

dyfuzji. Aby wprowadzić to do programu, należy wykonać nową sekcję General Form PDE 2

celu należy prawym przyciskiem myszy kliknąć na przycisk General Form PDE 

 

Duplicate, skutkuje wytworzeniem identycznej sekcji 

Poprzez zaznaczenie (kliknięcie) obszarów granic międzyziarnowych w oknie Graphics

obszary w jakich fizyka będzie obowiązywać. Dodatkowo w sekcji Conservative Flux

Damping or Mass Coefficient (da) nie należy 

, ponieważ ich domyślne wartości są zgodne z tymi zadanymi w zadaniu. 

 

jakim zachodzi proces 

General Form PDE 2. W tym 

General Form PDE 1 i z listy wybrać 

 

, skutkuje wytworzeniem identycznej sekcji General Form PDE. 

Graphics, należy określić 

Conservative Flux należy zmieć 



15. Kolejnym etapem jest zdeklarowanie warunków początkowych. W sekcji 

wprowadzić wartość 0 w oknie Initial Value for 

16. Następnym etapem jest wprowadzenie warunków brzegowych. Program automatycznie 

wprowadza zerowe wartości strumienia na brzegach (warunki brzegowe typu Neumanna), co można 

sprawdzić klikając przycisk Zero Flux

panują warunki brzegowe typu Dirichleta, co musi zostać nadpisane. W tym celu należy prawym 

przyciskiem myszy kliknąć przycisk 

Condition. 

 

. Kolejnym etapem jest zdeklarowanie warunków początkowych. W sekcji Initial Values 1

Initial Value for c. 

 

etapem jest wprowadzenie warunków brzegowych. Program automatycznie 

wprowadza zerowe wartości strumienia na brzegach (warunki brzegowe typu Neumanna), co można 

Zero Flux 1. Jednak w rozpatrywanym zadaniu na jednym z brzegów 

panują warunki brzegowe typu Dirichleta, co musi zostać nadpisane. W tym celu należy prawym 

przyciskiem myszy kliknąć przycisk General Form PDE i z listy wybrać przycisk 

 

Initial Values 1 należy 

 

etapem jest wprowadzenie warunków brzegowych. Program automatycznie 

wprowadza zerowe wartości strumienia na brzegach (warunki brzegowe typu Neumanna), co można 

Jednak w rozpatrywanym zadaniu na jednym z brzegów 

panują warunki brzegowe typu Dirichleta, co musi zostać nadpisane. W tym celu należy prawym 

i z listy wybrać przycisk Dirichlet Boundary 



17.  W oknie Graphics należy zaznaczyć  poprzez kliknięcie górną krawędź geometrii, która składa się 

z 7 odcinków.  Następnie w oknie 

18. Kolejnym etapem, po zadaniu fizyki i określeniu waru

wytworzenie siatki (Mesh) koniecznej do wykonania obliczeń. W tym celu należy lewym przyciskiem 

mysz kliknąć na przycisk Mesh 1

elementów (Element Size) w zakresi

elementów ma wpływ na jakość rozwiązania oraz czas obliczeń. Im mniejsza wielkość elementów, 

tym dokładniejsze obliczenia można uzyskać, jednak wiąże się to z dłuższym czasem obliczeń. Po 

wybraniu odpowiedniej wielkości należy nacisnąć przycisk 

 

należy zaznaczyć  poprzez kliknięcie górną krawędź geometrii, która składa się 

z 7 odcinków.  Następnie w oknie Dirichlet Boundary Condition jako wartość r należy wprowadzić 

 

. Kolejnym etapem, po zadaniu fizyki i określeniu warunków brzegowych i początkowych, jest 

) koniecznej do wykonania obliczeń. W tym celu należy lewym przyciskiem 

Mesh 1. Następnie w sekcji Mesh Settings, można wybrać wielkość 

) w zakresie od Extremely Fine do Extremely coarse

elementów ma wpływ na jakość rozwiązania oraz czas obliczeń. Im mniejsza wielkość elementów, 

tym dokładniejsze obliczenia można uzyskać, jednak wiąże się to z dłuższym czasem obliczeń. Po 

dpowiedniej wielkości należy nacisnąć przycisk Build Selected 

 

należy zaznaczyć  poprzez kliknięcie górną krawędź geometrii, która składa się 

należy wprowadzić 1. 

 

nków brzegowych i początkowych, jest 

) koniecznej do wykonania obliczeń. W tym celu należy lewym przyciskiem 

, można wybrać wielkość 

Extremely coarse. Wybrana wielkość 

elementów ma wpływ na jakość rozwiązania oraz czas obliczeń. Im mniejsza wielkość elementów, 

tym dokładniejsze obliczenia można uzyskać, jednak wiąże się to z dłuższym czasem obliczeń. Po 



19. Następnym etapem jest określenie zakresu czasu dla którego program ma obliczyć rozwiązania. 

Można to wykonać na dwa sposoby. Pierwszy polega na określeniu początku, kroku czasowego oraz 

końca obliczeń. W tym celu należy nacisnąć na ikonę w sekcji 

czerwonym kwadratem). Pojawia sie okno 

wcześniej wielkości. Wciskając przycisk 

można dodać kolejny zakres czasowy poprzez klikn

wprowadzeniu odpowiednich czasów do okna

przecinkiem, przykładowo: 0, 1, 1

pierwszej metody wprowadzając do okn

Dodatkowo w sekcji Results While Solving

wyświetlane w trakcie trwania obliczeń w oknie 

przycisk Compute. 

. Następnym etapem jest określenie zakresu czasu dla którego program ma obliczyć rozwiązania. 

Można to wykonać na dwa sposoby. Pierwszy polega na określeniu początku, kroku czasowego oraz 

końca obliczeń. W tym celu należy nacisnąć na ikonę w sekcji Study Settings (zaznaczona na zdjęciu 

czerwonym kwadratem). Pojawia sie okno Range, w którym można wprowadzić wspomniane 

wcześniej wielkości. Wciskając przycisk Replace wartości zadane zastępują domyślne, natomiast 

można dodać kolejny zakres czasowy poprzez kliknięcie przycisku Add. Drugi sposób polega na 

wprowadzeniu odpowiednich czasów do okna Times. Wprowadzone czasy należy oddzielić 

0, 1, 10, 100, 1000.  W przypadku tego zadania należy skorzystać z 

pierwszej metody wprowadzając do okna odpowiednio: 0, 1, 20 (start, krok czasowy, koniec).

Results While Solving należy zaznaczyć opcję plot, dzięki czemu wyniki będą 

wyświetlane w trakcie trwania obliczeń w oknie Graphics. W celu wykonania obliczeń należy nacisnąć 

 

. Następnym etapem jest określenie zakresu czasu dla którego program ma obliczyć rozwiązania. 

Można to wykonać na dwa sposoby. Pierwszy polega na określeniu początku, kroku czasowego oraz 

(zaznaczona na zdjęciu 

, w którym można wprowadzić wspomniane 

domyślne, natomiast 

. Drugi sposób polega na 

. Wprowadzone czasy należy oddzielić 

.  W przypadku tego zadania należy skorzystać z 

(start, krok czasowy, koniec). 

należy zaznaczyć opcję plot, dzięki czemu wyniki będą 

. W celu wykonania obliczeń należy nacisnąć 

 



20. Po wykonaniu obliczeń pojawia się nowa sekcja 

Group 1 można przeglądać wyniki dla poszczególnych czasów. W oknie 

którego rozkład temperatur ma być wyświetlany w oknie 

czasu należy nacisnąć przycisk Plot

. Po wykonaniu obliczeń pojawia się nowa sekcja Results w Model Builder. W podsekcji 

można przeglądać wyniki dla poszczególnych czasów. W oknie Data można zmieniać czas dla 

którego rozkład temperatur ma być wyświetlany w oknie Graphics. Po wybraniu odpowiedniego 

Plot.  

 

  

. W podsekcji 2D Plot 

można zmieniać czas dla 

. Po wybraniu odpowiedniego 

 


