Przyktad 1 - Problem dyfuzji z reakcjg (w jednym wymiarze, 1D)
Opis problemu

Uktady réwnan reakcji z dyfuzja moga modelowac wiele réznych zjawisk fizycznych, chemicznych lub
biologicznych. tacza one proces transportu dyfuzyjnego z reakcjami, ktére lokalnie powoduja
wytwarzanie lub zuzywanie wielkosci, ktérych zmienno$¢ w czasie i przestrzeni modelujemy. Typowym
przyktadem sg reakcje chemiczne w przypadku, gdy poczatkowe rozktady stezen nie sg state w
przestrzeni. W takim procesie jednoczesnie bedzie zachodzito dyfuzyjne przemieszczanie sie materii z
réwnoczesng zmiang jej stezenie na skutek zachodzacych reakcji. Oba te czynniki dziatajg na siebie
powodujgc mozliwg bogatg i trudng do przewidzenia dynamike.

Najprostszym nietrywialnym przyktadem uktadu fizycznego, ktérego opis prowadzi do réwnania reakcji
z dyfuzja jest dyfuzja pojedynczego sktadnika wraz z ubywaniem go na skutek reakcji o kinetyce
pierwszego rzedu, przy czy produkty tej reakcji zaniedbujemy. Dobrg ilustracja moze by¢ tutaj
dyfundowanie izotopu radioaktywnego w precie.
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Z prawa rozpadu promieniotwdrczego wiemy, ze jezeli w danym momencie iloé¢ izotopu wynosi N,

to w nieduzym okresie At rozpadowi ulegnie ilo$¢ izotopu proporcjonalna do N i At. Mamy wiec

AN =-kNAt, (1)

gdzie stata k opisuje szybkoéé rozpadu, (s7), AN to ilog, ktéra ulegta rozpadowi
(AN = N(t+At)— N (t) < 0). Jezeli podzielimy obie strony réwnosci (1) przez objeto$¢ otrzymamy

zmiane stezenia (jezeli iloé¢ izotopu byta wyrazong w molach, to bedzie to stezenie molowe C):

Ac=-kcAt = E=—kc, (2)
At

Co po przejsciu do granicy At — 0 daje objetosciowa szybko$¢ ubywania izotopu na jednostke czasu,
czyli czton reakcyjny:

R(c):%:—kc. (3)

Z drugiej strony dziata proce dyfuzyjnego przemieszczania sie czasteczek izotopy, ktéry mozemy opisac
pierwszym prawem dyfuzji

_Dac

J= —.
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(4)

Z prawa zachowania mamy wiec

o« —@‘F R(c),
ot OX



gdzie J oraz R(c) dane sg wzorami (3) i (4).

Problem mozemy uzupetni¢ warunkami brzegowymi, na przyktad zaktadajac, ze izotop nie opuszcza
preta przyjmiemy, ze na brzegach (lewym i prawym) strumien jest zero:

J(0,t)=0, J(L,t)=0, (5)
czyli
oc oc
-D—(0,t)=0, —-D—(L,t)=0, (6)
OX OX
Ponadto przyjmiemy warunek poczatkowy taki, ze w poblizu lewego korica w chwili zerowej skupiony

byt izotop o statej koncentracji:

c, dla 0<x<iL,

C"(X):C(X’O):{o dla tL<x<L 7

Sformutowanie problemu: Rozwazamy nastepujacy problem dyfuzji z reakcjg w uktadzie zamknietym:

o o%c

E = D67 + R(C), (a)

X o=0 Een=o (b) “
x W)=Y, x W)=Y,

z warunkiem poczatkowy ¢€(X,0) =, (X) dla x [0, £]. Funkcje C,(X) oraz R(c) sa dane. Uzyjemy

modelu, w ktérym
R(c)=kc(A-c). (9)

Model reakcji z dyfuzjg, gdzie czton reakcyjny ma postac (9) znany jest w literaturze jako réwnanie
Fishera (lub Fishera—Kotmogorowa). W roku 1937 R. Fisher zaproponowat taki model do opisu
rozprzestrzeniania sie genu majacego przewage. Widaé¢ z réwnania (9), ze dla matych stezen

|

R ~ (kA)c, tzn. Jest wyktadniczy wzrost. Ale gdy stezenie staja sie wigksze, pojawia sie “wysycenie

przy €= A mamy R=0.

Zadanie: Wykonaj symulacje dla cztonu reakcyjnego R(c) =kc(A-c) i warunku poczatkowego typu

,schodkowego” (Heaviside’a):

Cporr dlax<1/2
Coor () =7 (10)

Cpoerp dla x>1/2

Obliczen dokonaj dla nastepujacych danych: I=1, D=0.01, k=1.2, A=2.5, Cpocz,1=0.3, Cpocz,p=1.2. Wyniki
przedstaw w formie wykresoéw zaleznosci stezenia od czasu dla wybranych czaséw: 0, 0.5, 1, 1.5i2s.

Rozwiazanie:

1. Najpierw réwnanie (8) (a) musimy zapisa¢ w formie akceptowalnej przez COMSOL, tj. réwnania
bilansu sktadnika wraz z odpowiednim réwnaniem konstytutywnym na strumien sktadnika:



@+6—F:R(c), szD@
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2. Mozemy juz uruchomi¢ program COMSOL Multiphysics 5.6

3. Po otwarciu programu wybierz Model Wizard
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4. Nastepnie w sekcji Select Space Dimension wybierz geometrie 1D
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5. W sekcji Select Physics rozwin sciezke Mathematics > PDE Interfaces, wybierz General Form PDE i

nacisnij przycisk Add. W lewej czesci okna w zaleznosci od potrzeb mozesz zmieni¢ oznaczenie
zmiennej, ktéra domyslinie jest oznaczona literg "u". Nastepnie wcisnij przycisk Study.
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6. W sekgcji Select Study wybierz opcje Time Dependant i nacisnij przycisk Done.
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Time Dependent

The Time Dependent study is used when field variables change over time.

Examples: In electromagnetics, it is used to compute transient
electromagnetic fields, including electromagnetic wave propagation in the
time domain, In heat transfer, it is used to compute temperature changes
over time. In solid mechanics, it is used to compute the time-varying
deformation and motion of solids subject to transient loads. In acoustics, it
is used to compute the time-varying propagation of pressure waves. In
fluid flow, it is used to compute unsteady flow and pressure fields. In
chemical species transpor, it is used to compute chemical composition
over time. In chemical reactions, it is used to compute the reaction kinetics
and the chemical compasition of a reacting system.

7. Po wykonaniu poprzednich krokéw otwiera sie okno projektu zdefiniowanego przez wybory
dokonane w ramach Model Wizard. Pierwszym krokiem od ktdrego nalezy rozpoczgé rozwigzywanie
zadania jest wprowadzenie parametrow modelu (danych), ktére bedy wykorzystywane w tym
projekcie. W tym celu kliknij prawym przyciskiem myszy Global Definitions, znajdujace sie w lewej
czesci ekranu i z listy wybierz Parameters.
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8. W oknie Settings pojawi sie tabela w ktdrej bedziesz mégt wprowadzi¢ w kolumnie Name nazwy
parametréw modelu podanych w tresci zadania, a w kolumnie Expression ich wartosci. Liczby w

kolumnie Value s generowane automatycznie.

Home Definitions. Geometry Materials Physics Mesh Study Results Developer a
A - = \A o v General Form PDE ~ | M Build Mesh = Compute 1 Windows -
& = ¥\ HH
s b £ % Add Physics A Mesh1 - Study 1+ $ Add Plot Group ~ Reset Deskiop ~
Ffuiider || Model Defnitions  Geometry Materials 4 Add Study
Model Builder Settings Graph e
- = - TETETE | a @ @ - B—— BN | =
1~ EEE> o=
4 & Unitled.mph (roat) ~ Parameters o
4 () Global Definitions "
"\ Parameters Name  Expression Value
558 Materials ] 1 1
4 — Component 1 (comp) o o001 001
= Definitions. K 12 12
Geometry 1 A 25 25
& Materials
- General Form POE (g)
©— General Form PDE 1
o Zero Flux 1
- Initial Values 1
A Mesh 1
4 " Study 1
1. Step 1: Time Dependen
& Results
m
T T T
1 05 ) 0.5
Messages  Progress  Log
e X
Name: COMSOL Multiphysics 5.3.0.316

9. Kolejnym etapem bedzie wykonanie odpowiedniej geometrii. W tym celu w Model Builder kliknij

prawym przyciskiem myszy na Geometry 1 i z listy wybierz Interval.
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10. Nasza geometria jest ztozona z dwdch odcinkéw: [0, I/2] i [I/2, I]. Aby je doda¢ do geometrii w sekcji
Interval w oknie Number of Intervals zmier\ One na Many. Nastepnie w oknie Points wprowadz
wartosci punktéw poczatku pierwszego interwatu, korica pierwszego interwatu (a zarazem poczatku
drugiego interwatu) oraz korca drugiego interwatu. Wartosci nalezy oddzieli¢ od siebie przecinkiem.
W celu wykonania zadanej geometrii wybierz przycisk Build Selected w oknie Settings.
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11. Kolejnym etapem bedzie wprowadzenie réwnania (podanego w zadaniu), ktére chcemy rozwigzac.
W tym celu lewym przyciskiem myszy kliknij na przycisk General Form PDE 1. W oknie Settings
wprowadz wartosci odpowiednich parametrow tak aby wbudowane w Comsol réwnanie przeksztatci¢

w réwnanie podane w tresci zadania. W polu Mass Coefficient - e, nalezy wprowadzi¢ wartosé 0,



poniewaz nasze réwnanie nie zawiera drugiej pochodnej po czasie ze stezenia. W polu Damping or
Mass Coefficient - d, wprowadz wartos¢ 1, poniewaz taki wspdtczynnik jest podany w réwnaniu dla
pierwszej pochodnej po czasie ze stezenia. W polu Conservative Flux wprowadz wyrazenie -D*cx ktore
oznacza iloczyn wspotczynnika dyfuzji i pierwszej pochodnej czastkowej po odlegtosci ze stezenia.
Wprowadzenie znaku minus, powoduje przeniesienie na druga strone réwnania. W polu Source Term
nalezy wprowadzi¢ zadang funkcje: k*c*(A - c).
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Z komentarzem [AG1]: Source term w dalszym ciagu
podswietla sie na z6tto - jednostki s3 takie same jak w
poprzedniej wersji instrukcji, gdzie tego problemu nie byto




