Metody Numeryczna, kierunek informatyka,
Lab15: Szybka transformacja Fouriera (FFT)

DYSKRETNA TRANSFORMACJA FOURIERA (DFT, ang. discrete Fourier transform)

Niech (yj)jj] c C bedzie danym ciagiem liczb zespolonych o dtugosci n. Dyskretng transformacjg
Fouriera ciggu (y_j)j;g nazywamy cigg liczb zespolone (j/)z;i) okreslony sg wzorami
P =Dy 0<k<n-1, (1)

gdzie ieC jest jednostkg urojong (pierwiastkiem kwadratowym z —1). Dla utatwienia dalszych
rachunkéw definicje (1) zapisuje sie zazwyczaj wprowadzajgc symbol @, oznaczajacy pierwszy
zespolony pierwiastek n-tego stopnia z 1: @, —er Ponizej sg zebrane podstawowe witasnosci tego
pierwiastka, ktore bedg wykorzystywane w dalszej czesci (ponadto korzystamy ze znanej tozsamosci
Eulera, e =cosx+isinx dla dowolnego x € R):
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(a)n )n — (e2izi/n)n — e27ri — 1’
gdzie z oznacza sprzezenie zespolone liczby z € C.

Definicje DFT dang wzorem (1) przedstawimy teraz nastepujgco
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Dyskretna transformacje Fouriera mozemy takze wyrazi¢ w formie mnozenia macierzowego
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gdzie DFT, € C™" jest zespolong macierza kwadratowa rozmiaru n zdefiniowang w (4), a Z =x—iy
oznacza sprzezenie zespolone liczby z=x+iyeC. Zauwazmy, ze elementami tej macierzy sg po

prostu odpowiednie potegi pierwiastka w,: (DFT)), ; = o dlak,j=0,1,...,n—1.

Transformacja DFT jest odwracalna. Na podstawie ciggu ()"/,()Z;}) mozna jednoznacznie odtworzyc
oryginalny ciag (y)_’};g. W zasadzie opiera sie to na znanej (szkolnej?) tozsamosci: dla dowolnego z e C

zachodzi
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Z tozsamosci tej wynika
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gdzie wykorzystano @, " = @I = TN =1,

Mozemy teraz pokazaé odwracalnos$é DFT: ustalmy indeks s € {0,1,...,n—1}, pomndzmy wyrazy ciggu

(3) przez wspétczynniki a),’f‘v i zsumujmy po k:
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Wykonanie mnozenia macierzowego (4), czyli obliczenie n wspotczynnikdw wg wzordw (1) wymaga
n’ mnozen liczb zespolonych (zatem 4n° mnozeri rzeczywistych). Tak wiec ztozonos¢ takiej procedury
jest O(n”). W zastosowaniach, na przyktad przy przetwarzaniu sygnatéw w czasie rzeczywistym, gdzie
trzeba w krotkim czasie dokonywac wielu DFT na ciggach liczb o dtugosci tysiecy, taka ztozonosc
praktycznie uniemozliwiataby wykorzystanie DFT. Okazuje sie jednak, ze mozna znacznie efektywniej
obliczy¢ DFT, czyli ciag (9,), stosujac pewien pomystowy sposéb obliczania sum (3), ktéry wykorzystuje
szczegblne wiasnosci macierzy DFT,. Metode taka zaproponowali w 1965 r. James Cooley i John Tukey
i nosi ona nazwe szybkiej transformacji Fouriera, w skrdcie FFT (ang. Fast Fourier Transform).! Obecnie
istnieje  wiele wariantéw tej metody, bardziej optymalnych niz oryginalny algorytm
Tukeya—Cooley’ego, cho¢ asymptotyczna ztozonos$¢ wszystkich wariantdw jest tego samego rzedu
O(nlogn).

Aby zrozumieé dlaczego mozna tak drastycznie zredukowaé ztozonoé¢ obliczeniowa (z #° do nlogn)

2n—-1

zobaczmy jak mozna oblicza¢ DFT dla ciggu o dfugosci 2n. Mamy wigc dany ciag (y;);2, iobliczamy

DFT, czyli
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co rozbijamy na sume dwdch sktadnikdw: po indeksach parzystych (2) oraz nieparzystych (2 +1):
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Poniewaz w;, =(e ™) =e"™" = m,, wiec powyzsze sumy mozemy przepisac tak

1J.W. Cooley, J.W. Tukey, An Algorithm for the Machine Calculation of Complex Fourier Series, AMS Math.
Comp. (19), 1965, 297-301.
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Zauwazmy, ze dla k, j catkowitych zachodzg tozsamosci
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ktore pozwalajg wyrazié¢ sumy (8) nastepujgco: dla 0 <k <n—1 nic nie zmieniamy, aledla n <k <2n-1
zamieniamy indeks k¥ na k+n, gdzie 0<k<n-1:
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Tak wiec wzory (8) sprowadzajg sie do
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Z powyzszych réwnosci wynika, ze dla 0<k <n—1 obliczenie wyrazéw J, oraz y,,, wymaga uzycia
doktadnie tych samych dwdch sum
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tatwo jest teraz podac zaleznosc¢ rekurencyjng pomiedzy N,, —liczbg mnozeridla FFT,, a N, —liczbag
mnozenrs dla FFT,. Ze wzoréw (9) wynika bowiem, ze aby otrzymaé¢ FFT,, musimy obliczy¢ dwie
transformacje FFT, (liczba mnozen 2N, ) oraz dodatkowo wykona¢ n mnozen ;" 'Z;:)yzm Y
gdyz k=0,...,n—1. Zatem otrzymujemy

N,, =2N, +n. (10)
Najprostsza wersje FFT otrzymujemy gdy przyjmiemy, Ze liczba wartosci w prébce jest potega dwdjki,

n=2". Wtedy wzdr (10) przepisany dla n zamiast 2n przyjmie postac

N,=2N, ,+n/2
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=2'N,., +3:2"" = =2"N+m-2"" =0+1m-2" =[Lnlog, n]

Przyktad. Jednym z podstawowych zastosowan FFT jest przetwarzanie sygnatow. Moze to na przyktad
oznacza¢ filtrowanie sygnatu czasowego, aby wydoby¢ w czasie rzeczywistym gtdwne sktadowe
czestotliwosci. Ponizszy obrazek ilustruje graficznie taka sytuacje.
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Biblioteka GSL dostarcza wielu funkcji wykonujgcych szybka transformacje Fouriera. Nalezg one do
dwach grup: (i) funkcje ,radix2”, ktére dziatajg na ciggach o dtugosci bedgcej potega dwdjki (n=2"),
(ii) funkcje, ktére dziatajg na ciggach o dowolnej dtugosci.

Na zajeciach wykorzystamy dwie z nich:

gsl fft_complex_radix2_forward();

gsl fft_complex_forward();
Wykorzystanie tych funkcji wymaga wtgczenia odpowiednich plikdw nagtéwkowych zawierajgcych
prototypy tych funkgji:

#include "/usr/include/gsl/gsl errno.h"
#include "/usr/include/gsl/gsl fft_ complex.h"

Funkcjagsl fft_complex_radix2_forward() jest wyspecjalizowana do danych o dtugosci, ktére
sg potega dwdjki: n=2". Dzieki takiemu rozmiarowi mozna zaimplementowa¢ bardziej wydajng
wersje algorytmu FFT — tzw. split-radix FFT. Opiera sie ona na rekurencyjnym rozbiciu problemu
rozmiaru n na jeden pod-problem rozmiaru n/2 i dwdch rozmiaru n/4. Natomiast funkcja
gsl fft _complex_ forward() jest bardziej ogélna (i mniej efektywna), i moze by¢ stosowana dla
danych o dowolnym rozmiarze n.

Przyktadowe wykorzystanie funkcji podane jest ponizej. Prosze zwrdéci¢ uwage, ze dtugosé danych jest
réwna n =128 =2, oraz ze funkcja wymaga w ogdlnosci danych zespolonych. W tym celu deklarujemy
tablice rozmiaru 2n, w ktdrej wejsciowe dane zespolone (yj);;g c C przechowywane sg parami:
Rey,, Imy, wsposob nastgpujacy: y[27]1=Rey,;, y[23+1]=Imy, dla 0<j<n-1. Toznaczy na
pozycjach o parzystych indeksach znajdujg sie czesci rzeczywiste, a na pozycjach o nieparzystych
indeksach znajdujg sie czesci urojone danych. Jezeli dane wejsciowe s3 rzeczywiste, to oczywiscie
wypetniamy y[2j+11=0.



‘stdio.h>
"/usr/include/gsl/gsl math.h"
"/usr/include/gsl/gsl_errno.h"
$include /include/gsl/gsl_fft_complex.h"
#define n (128)
$define pi

main ()

gsl fft complex

for (i=0

Uzycie funkcji gsl_fft_complex_forward wymaga dwdch pomocniczych deklaracji:

gsl fft_complex_ wavetable *wavetable;
gsl fft_complex_workspace *workspace;

oraz inicjalizacji tych dwdch obiektow:

wavetable
workspace

gsl fft_complex_wavetable_alloc(n);
gsl fft_complex workspace_alloc(n);

Tablice y[2n] uzywamy jak dla radix2, ale wywotanie funkcji ma teraz postac:

gsl fft_complex_forward(y, 1, n, wavetable, workspace);

1) Wygenerowad dane dla funkcji
f(t)=5,3sin(2xt) - 6,7sin(274t) + 2,1sin(277¢),

na przedziale 0<t <4z z probkowaniem n=64 i n=128. Dane zapisa¢ do pliku. Nastepnie
napisa¢ program, ktéry bedzie odczytywat dane z tego pliku do odpowiedniej tablicy,
wykonywat FFT algorytmem radix2, wypisywat na ekranie spektrum mocy sygnatéw oraz
zapisywat spektrum do innego pliku.

2) Wygenerowac¢ dane jak w punkcie 1), ale dodatkowo znieksztatci¢ je dodajgc szum. W celu
zaszumienia mozna dodac losowe wartosci z przedziatu [—1, 1] wykorzystujac jakas funkcje

zwracajacg liczby losowe o rozktadzie jednostajnym. Moze to wymagaé odpowiedniego
przeskalowania tych liczb, aby wchodzity do przedziatu [-1, 1]. Dane zapisa¢ do pliku i

sporzadzi¢ ich wykres (dowolne narzedzie: moze byé MATLAB, Ms Excel, Gnuplot ...). Nastepnie



przeprowadzi¢ przeksztatcenie FFT algorytmem radix2, zapisaé spektrum mocy sygnatéw do
pliku i na ekran.
3) Woykona¢ program analogiczny do p.2) ale wykorzysta¢ wiasna funkcje okresowa o czterech
czestotliwosciach, doda¢ szum, a nastepnie wykonac FFT funkcja
gsl fft_complex_forward();
Dodac filtr, ktéry wypisze na ekranie tylko te czestotliwosci, ktdorych moc jest co najmniej
rowna 70% wartosci Sredniej mocy w sygnale.



