Metody Numeryczna, kierunek informatyka,
Lab 04: Metody optymalizacji

Wstep

Przez optymalizacje bedziemy rozumie¢ wyznaczanie ekstremum (maksimum lub
minimum) funkcji rzeczywistej dowolnej liczby zmiennych. Zmienne od ktérych zalezy funkcja
moga by¢ ograniczone do pewnego obszaru (optymalizacja z ograniczeniami). Jezeli zakres tych
zmiennych jest dowolny mamy do czynienia z optymalizacja bez ograniczen. Poniewaz
wyznaczanie maksimum dla funkcji f jest tym samym co wyznaczanie minimum dla funkcji —f,

wiec w rozwazaniach mozna sie ograniczy¢ tylko do przypadku wyznaczania minimum.

Matematyczne sformutowanie problemu (w wersji dla minimum) jest nastepujgce: dana
jest funkcja (zwana czasami funkcja celu)

fiR"S5Q >R, .1)
okreslona na pewnym podzbiorze Q2 c R". Szukamy takiego punktu x* = (x;,...,x7) € Q, ze

f(x*)=m$nf=min{f(x): x e Q}. (0.2)

Powyzsze sformutowanie oznacza, ze dla x* € () funkcja osigga minimum globalne w
dziedzinie €. Oprécz takiego ekstremum moga wystepowac ekstrema lokalne (czyli najwieksze
lub najmniejsze warto$ci w pewnym otoczeniu punktu x* € ). Z punktu widzenia zastosowan
najczesciej jestesmy zainteresowani znalezieniem minimum globalnego. Jest to problem
trudniejszy niz znajdowanie tylko minimum lokalnego. (Formalnie ekstremum globalne jest
jednym z ekstreméw lokalnych). Wiekszo$¢ metod optymalizacji (w szczegdlnosci te, ktére
opiszemy dalej) znajduje zazwyczaj minima (maksima) lokalne. Uzywajgc powyzszych oznaczen
mozemy powiedzieé, ze zagadnienie optymalizacji bez ograniczen wystepuje wtedy, gdy Q =R",
czyli dla funkcji f:R" —>R. Najprostszym przypadkiem jest funkcja kwadratowa, np.

f(x)=2x>-2x+3 ma minimum globalne dla x* =1/2, w ktérym osiaga warto$¢ f(x*)=5/2.

Oznacza to, ze

f(x)=5/2 dla xeR.

Zauwazmy jednak, ze funkcja ta, ktérej dziedzina 2 =R, nie posiada w ogdle maksimum (ani

globalnego, ani lokalnego), gdyz wykresem jest parabola o ramionach skierowanych do gory.

Na Rys. 1 jest pokazany przyktad wykresu funkcji f :[a,b] > R, czyli Q =[a, b]. Zauwazmy, ze

*

funkcja ta posiada trzy minima lokalne, ale jedno z nich osigga na prawym konicu, x,. =b, przy

czym jest to jednoczes$nie minimum globalne. Podobnie posiada ona trzy maksima, ale
maksimum globalne jest osiggane wewnatrz dziedziny QQ =[a, b].
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Rys. 1. Funkcja jednej zmiennej, ktéra ma trzy minima lokalne oraz trzy maksima lokalne
(wtaczajac punkty na koncach przedziatu). Maksimum globalne jest osiggniete wewnatrz
przedziatu, ale minimum globalne jest w prawym korcu (na brzegu dziedziny).

Jezeli funkcja f = f(x) oraz dziedzina Q c R" majg pewng szczegblng postaé, to uzywane sg
specyficzne procedury znajdowania minimum. Mozna tu wyrézni¢ nastepujgce kategorie: (1)
funkcje jednej zmiennej; (2) funkcje liniowe wielu zmiennych, zbiér Q < R" zdefiniowany przy
pomocy nieréwnosci liniowych — zagadnienie programowania liniowego; (3) funkcje kwadratowe
wielu zmiennych. W pozostatych przypadkach nalezy stosowac¢ ogélne metody optymalizaciji.
Mozemy je podzieli¢ na gradientowe i bezposrednie. Metody gradientowe uzywajg pochodnej
funkcji f, ktéra mozna utozsamic z gradientem, Vf, natomiast metody bezposrednie odwotuja

sie jedynie do wartosciowania samej funkcji (na przyktad metoda Neldera—Meada).

Optymalizacja funkcji jednej zmiennej

Jednym ze sposobéw znajdowania minimum funkcji f:[a, b]—> R jest rozwigzywanie
rownania f'(x)=0, ktére jest warunkiem koniecznym na istnienie ekstremum we wnetrzu
przedziatu [a, b].Oczywiscie metode te mozna stosowac, gdy funkcja jest rézniczkowalna i
najlepiej w sytuacji, gdy mozemy jg obliczy¢ wzorem. Ponadto nalezy pamietac, ze daje ona w
zasadzie tylko punkty ,podejrzane” o ekstremum, czego klasycznym przyktadem jest funkcja
f(x)=x’, dla ktérej réwnanie f'(x)=2x>=0 daje x=0. Nie jest to jednak punkt, w ktérym

funkcja ta osigga ekstremum.

W praktyce najbardziej skuteczne algorytmy znajdowania minimum dla funkcji jednej
zmiennej to metody bezposrednie. Ze wzgledu tez na specyfike jednowymiarowg, nie wszystkie

te metody mozna uogdlnié na przypadki funkcji wielu zmiennych f:R" —> [R.
Metody podziatu

Przyktadowe algorytmy opisane w tej sekcji dajg cigg zbiezny do minimum pod warunkiem,
ze funkcja f jest unimodalna. W innych przypadkach ciagg nie musi by¢ zbiezny.
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Definicja. Funkcja f :[a,b] = R jestunimodalna, gdy (i) jest ciagta; (ii) istnieje punkt x* € (a, b)

taki, ze f jestmalejgcadla x < x* orazrosngcadla x > x*.

Dalej zajmiemy sie takimi wariantami metod podziatu, w ktérych w kazdym kroku iteracji
wybieramy dwa punkty do obliczen. W ogdlnym przypadku mozemy wybiera¢ wedtug ustalonego

schematu k punktéw a <t, <...<t, <b, a nastepnie poréwnywac wartosci f(¢,) oraz f(t,,)

dla i =1,...,k tak, aby wybra¢ podprzedziat, ktory zawiera szukany element optymalny x*.

Na przyktad, metoda podziatu z wyborem dwéch punktéw c, d € (a, b), c <d, polega na

poréwnaniu wartosci f(c), f(d), a nastepnie wybraniu odpowiedniego przedziatu, [a,d] lub
[c,d] zawierajgcego element optymalny x*, do kolejnej takiej samej iteracji. Mianowicie

jezeli f(c)< f(d), towybieramy [a, d],

jezeli f(c)> f(d), towybieramy [c, b].

W ten sposéb otaczamy szukany element coraz mniejszymi przedziatami, czyli lokalizujemy
go z coraz wieksza doktadnoscig. Oczywiscie wyboru przedziatu [c, d] mozemy dokonywaé na
wiele sposobdw, i w ten sposdb powstajag rézne szczegétowe warianty metody podziatu.

Metoda podziatu na trzy czesci
Jako punkty podziatu (dwa) wybieramy t <t, €(a, b) tak, aby odlegtosci pomiedzy
a, t,, t,, b byty rowne (inaczej odcinki: [a,t,], [t,,t,], [¢,,b] maja te sama dtugos¢). Zatem

t :a+%(b—a), t, :a+§(b—a).

A J

a ty ts b

Rys. 2. Uktad punktéw do metody podziatu na trzy (rowne) czesci.

tatwo teraz opisaé algorytm wyznaczania kolejnego przedziatu zawierajgcego poszukiwany

element optymalny x* = x

jezeli f(¢)< f(¢,), to x,, €la, t,],

jezeli f(t,)> f(t,), to x,. €[, b].

W kazdej iteracji nastepuje zmniejszenie dtugosci przedziatu 3/2 razy. Po n iteracjach
dtugos$é przedziatu, w ktérym znajduje sie minimumwynosi (2/3)"(b—a). Prostaimplementacja
tego algorytmu jest przedstawiona ponize;.
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int main() {
double &, b, tl, t2, x min, yl, y2, eps;

eps = 1E-8; a = 0.0; b = 4.0;
do {
tl=a + (1.0/3.0)*(b-a);
t2 = a + (2.0/3.0)*(b-a);

if (£(tl) <= £(t2)) b = t2;
else a = tl;

} while (0.5*fabs(b-a)> eps);

X min = (a + b)/2.0;

)

Rys. 3. Metoda podziatu na trzy czesci - implementacja w jezyku C/C++. Fragment z programu
soptimization 1D - one third points.cpp”.

Przyktad 1. Znajdziemy numerycznie minimum funkcji okreslonej wzorem

f(x)=x+1,5x> —6x+1.

Obliczajac pochodng i przyréwnujac od zera mamy f'(x) =3x” +3x—6 = 0. Rozwigzujac
otrzymamy X, =—2, x, =1. Poniewaz f"(x)=6x+3, wiec f"(-2)=-9 i f"(-2)=49. Stad dla
X =X, mamy maksimum, a dla X =X, minimum. Jezeli uruchomimy program z Rys. 3, gdzie
poczatkowy przedziat [a,b] =[0,4], to uzyskamy wynik

B ChUsers\szyszkin'\Documents\Skrypticpp\optimization 1D - one third points.exe

W __min |
f(x_min>» = —-2.5

Press any key to continue

Tak wiec minimum, x . =1, zostato poprawnie zlokalizowane.

min

Ogélnie przy metodach podziatu z wyborem dwdch punktdow zauwazamy pewne
podobieristwo do metody bisekcji (dla réownania f(x)=0), ale tym razem na ogét dokonujemy

dwoch wartosciowan w kazdym kroku iteracji (wybieramy dwa punkty, ¢ =1, i d =1, w kroku

iteracji, a nastepnie obliczamy f(¢,), f(,) ). Uzyte sformutowanie ,na ogo6t” sugeruje, ze istnieje
metoda, ktéra ten problem — dwdch wartosciowan — w jakis sposdb omija. Jest to o tyle istotne,
ze w przypadku algorytmow optymalizacji (podobnie jest dla réwnan nieliniowych), najbardziej
kosztowna operacja jest wtasnie wartosciowanie funkcji f. Okazuje sie, ze przez odpowiedni
wybér podziatu, jeden z punktéw z aktualnej iteracji pokryje sie z odpowiednim punktem z iteracji
kolejnej, a zatem nie trzeba bedzie wykonywaé drugiego warto$ciowania, bo bedzie juz znane z
poprzedniego kroku! W ten sposéb uzyskamy metode ztotego podziatu. Nazwa ,ztoty podziat”
bierze sie stad, ze proporcja, ktéra to gwarantuje, (d —a)/(b—a), jest stynnym ztotym

podziatem.'

1 Ztotym podziatem interesowali sie juz matematycy w starozytnej Grecji. Okreslili oni, ze ztota proporcja
oznacza taki podziat catos$ci na dwie mniejsze czesci, ze stosunek wiekszej czesci do catosci jest taki sam,
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Metoda ztotego podziatu

Zatozmy, ze elementy ¢, d € (a, b) sa okreslone przez wzory

t =a+a’(b-a),
t,=a+a(b-a),
gdzie 0 < <1. Chcemy tak dobraé wspdtczynnik «, aby w kolejnym kroku iteracji, niezaleznie od
tego czy wybierzemy przedziat [a, t,] czy [t,, b], jeden z punktdw nowego przedziatu pokryt sie z
ktéryms z poprzedniego. Prowadzi to do nastepujgcych dodatkowych réwnosci
t,=a+a(t,—a),
: L 0.4)
t,=t,+a’*(b-1).

Z zaleznosci wyrazonych wzorami (0.3) i (0.4) uzyskujemy nastepujace réwnanie na wspétczynnik o

ot +a+1=0. (0.5)

Dodatnim pierwiastkiem tego réwnania jest ¢ :# ~0,618033989. Tak wiec metode ztotego

podziatu mozemy opisac nastepujgco:

Dane wejéciowe: funkcja unimodalna f :[a,b] — R, doktadnosé¢ & > 0.
1) Inicjalizacja:

a=(W5-D/2 4 =a+a’(b-a), ,=a+ab-a), y, = [(t), = f(t,)
2) dopéki |b—a|/2>¢& wykonuj
jezeli ), <),, to b=t2,12=tl,t1=a+a2(b—a), =y n=/)
w przeciwnym razie a=t,t =1,,1, =a+ab-a), V=V )y =f(t2)
3) wypisz xmm::(a-+b)/2

Przyktad realizacji tej metody w jezyku C/C++ jest podany na listingu ponizej. Jest on fragmentem
programu optimization 1D — golden section.cpp.

jak stosunek mniejszej do wiekszej. Dla odcinka o dtugosci a oznacza to podziat punktem Xx, ktéry spetnia
rownoscé

X a—Xx

5

a X
co daje réwnanie x’+ax+a’ =0, zatem proporcja & = x/a spetnia réwnanie a’+a+1=0. Poniewaz
geometria i proporcje zajmowaty poczesne miejsce w greckiej filozofii, skutkowato to m.in. uznaniem ztotej
proporcji za kanon piekna. Np. w rzezbach Fidiasza czy Praksytelesa talia dzieli sylwetke ludzkg wtasnie w
ztotym stosunku.
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const double zlpha = 0.61803358%;
const double alphaZ= alpha*alpha;

int main() {
double a, b, tl, t2, x min, y1, y2, eps;

eps = 1E-8; a = 0.0; b = 2.0;

tl = a + alpha2*(b-a);
t2 = a + alpha*(b-a);
vl = £(tl); y2 = £(t2);
do {

if (y1 < y2) { b = t2; t2 = tl; tl = a + alpha2*(b-a); v2 = yl; y1l = £(t1l); }
else { a = tl; tl = t2; t2 = a + alpha*(b-a); vyl = y2; y2 = £(t2); }:

} while (0.5*fabs(b-a)> eps):;

x min = (a + b)/2.0;
cout << "xX_min = " << x_min << "\n":
cout << "f(x_min) = " << f({x_min) << "\n";

system ("pause”) ;

Przyktad 2. Znajdziemy numerycznie minimum funkcji okreslonej wzorem

Jxe™

1+In(1+x%)

fx)=1-

Z wykresu funkcji — Rys. 4 — wida¢, ze do obliczerh mozna wybrac przedziat [0, 2]. Po uruchomieniu
programu uzyskamy wynik

Bl Ciskrypt\optimization 1D - golden section.exe

_ = B.325729
f(x_min> = B.625681

Press any key to continue . . .

Zatem przyblizona wartos¢ x,,, = 0,32573. W punkcie tym funkcja osigga minimum f, . ~0,62568.

1,2

0,6

04 1
0,2

0 T T T T T T 1
0 0,5 1 15 2 2,5 3 3,5

Rys. 4. Wykres funkcji z przyktadu. Sugeruje on, ze jest ona umimodalna na przedziale [0, o).
Widaé, ze dobrym przedziatem poczatkowym do procedury podziatu moze byé [0, 2].
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Optymalizacja funkcji wielu zmiennych

Koncepcyjnie najprostsze wydaja sie metody najszybszego spadku. Mozna je sformutowac
nastepujgco: dla danego punktu startowego x@ € R", obliczmy kolejne punkty wg schematu

X =xW g d®, k=0,1,2,... (0.6)

gdzie d"“ eR" jest odpowiednio dobieranym kierunkiem (wektorem) oraz ¢, > 0 jest dodatnim

parametrem (czasami zwanym dtugoscig kroku, ang. step size). Podstawowy pomyst w
powyzszym schemacie polega na tym, aby w kazdym kroku iterac;ji (0.6) poruszac sie w kierunku,

w ktérym funkcja f maleje. Poniewaz kierunek najwiekszego wzrostu funkcji jest wyznaczony
przez gradient, V/(x“*"), wiec naturalne jest, aby szuka¢ kierunku przeciwnego do tego
gradientu (czyli —V/f(x“*"), kierunek najwiekszego spadku) lub ogélniej kierunku, ktory jest pod
katem ostrymdo —V/f (x*’) (lub jak kto woli: pod katem rozwartym wzgledem Vf(x*’)). Tak wiec

zgdanie na d* € R” jest nastepujace
d"-Vf(x*)<O0. (0.7)
(Scisle rzecz bioragc w warunku (0.7) nalezy rozrézni¢ dwa przypadki: (i) VI (x*) # 0, wtedy

warunek (0.7) moze by¢ stosowany; (i) V£ (x*) =0, wtedy ktadziemy d** =0, gdyz warunek

(0.7) nie ma tu zastosowania. W tym przypadku zachodzi tez podejrzenie, ze dla x =x"“ jest
ekstremum, bo pochodna w tym punkcie znika, f'(x*))=Vf(x*)=0.)

Rézne warianty metody spadku powstajg teraz przez konkretny sposéb wyboru d*

spetniajgcego warunek (0.7). W szczegdlnosci mozna spotkaé nastepujgce metody:

= Metoda gradientu (inaczej zwana metodg najwiekszego spadku, (ang. steepest descent

method):
d® ==Vf(x"). (0.8)
= Metody gradientu sprzezonego (ang. conjugate gradient methods):?
d¥ =-Vf(x")+pd*", k=1,2,3,... (0.9)

gdzie wspétczynniki S, € R dobiera sie w taki sposob, aby kierunki {d“’} byty wzajemnie
prostopadte w odpowiednio wybranym iloczynie skalarny. Zauwazmy, ze schemat (0.9)

zawiera informacje o kierunku z poprzedniego kroku, d*. Mamy tu wiec sprzezenie

2 Historycznie nazwa metoda gradientu sprzezonego odnosi sie do pewnego algorytmu rozwigzywania
uktadu réwnan liniowych, Ax =b, gdzie A € R™" (macierz nxn). Oryginalna metoda-opracowanaw 1952
przez Hestenesa i Stiefela — dotyczyta uktadéw z macierzg A symetryczng dodatnio okreslong. Zwigzek
pomiedzy uktadem Ax =b a problemem optymalizacji jest nastepujacy: Jezeli macierz 4 symetryczna
dodatnio okreslona, to punkt minimum funkcji kwadratowej f(x)=(1/2)x-Ax—b-x jest rozwigzaniem
wspomnianego uktadu. Pewne idee z tej klasycznej metody moga byé przeniesione do problemow

optymalizacji nieliniowej i te grupe metod powinno okresla¢ sie mianem nieliniowe metody gradientu
sprzezonego.
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kierunku aktualnego z kierunkiem poprzednim - stgd nazwa metoda gradientu
sprzezonego. Poniewaz moze by¢ tutaj wiele strategii wyboru wspétczynnika ﬂk, wiec w

gruncie rzeczy jest to dosc¢ szeroka klasa metod. Dwie sg tutaj szczegblnie znane i
cenione: metoda Fletchera-Reevesa oraz metoda Polaka-Ribiére’a.

(i) Metoda Fletchera-Reevesa: wspotczynniki ,Hk do wzoru (0.9) sg w tej metodzie

okreslone nastepujaco

B, - VA Vi) IV )

_ _ -, (0.10)
V) -VAE) IV

gdzie jak zwykle kropka (-) oznacza iloczyn skalarny w R", a symbol || x|, norme

n 2

euklidesowa: x =(x,,...,x,),y =(»,...,»,) € R", to x~y:2f:1xiyl., | x||,= Zi:lxi .

(ii) Metoda Polaka-Ribiere’a: wspétczynniki ﬂk do wzoru (0.9) sa w tej metodzie

okreslone nastepujgco

_VIG)VA G V) V)[R VS ) - V()

; . (0.11)
Vf (x40) -V (x) VA ),

= Metoda Newtona:
dP =—H"' (x(“)Vf(x‘“), (0.12)

gdzie H(x) jest tzw. hesjanem funkcji f w punkcie x. W tym przypadku zaktadamy, ze

funkcja [ jest klasy C? (istnieje druga pochodna i jest ciggta). Hesjan jest macierzg

kwadratowg nXxmn, ktorej elementami sg pochodne czgstkowe drugiego rzedu,
o f

T oxox,

Wybor d® nie wystarczy do kompletnego opisu metody spadku, gdyz pozostaje jeszcze
problem wyznaczenia wspotczynnika «, w relacji (0.6). Chcemy przy tym, aby zachodzit warunek

S +a,d®) < f(xP), (0.13)

ale z jednoczesnie, aby «, nie byt zbyt maty (co prowadzitoby do zbyt wolnej zbieznosci). W
zasadzie ogolna strategia obliczania «, moze sprowadzac si¢ do nastepujgcego problemu

minimalizacji w jednym wymiarze
szukamy « takiego, ze p(a) = f(x* +ad™) jest zminimalizowana. (0.14)

Niestety w przypadku dowolnej funkcji f:R” — R, funkcja @:R — R zdefiniowana
powyzej jest na ogét nieliniowa i problem minimalizacji okreslony w (0.14) nalezy rozwigzywaé
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odpowiednig jednowymiarowa procedurg numeryczng. Jedng z mozliwosci jest technika
opierajaca sie na aproksymacji funkcji @(a) = f(x* + ad™) wielomianem interpolacyjnym, a
nastepnie minimalizacji tego wielomianu (jednejzmiennej «r ). Przyktadem takiego postepowania
jest metoda Powella, gdzie uzywa sie interpolacji kwadratowe;j.

Przyktad 3. Wykorzystamy metode najwiekszego spadku do zilustrowania jednego kroku
iteracji znajdowania minimum funkcji

f(x,y)= x* +y4 +2x2y2 —4x+1.
Punkt startowy jest dany: (x'©, y¥) =(1,25; 1,25).
Dla testu obliczmy najpierw warto$¢ funkcji w punkcie (x”, y):
f(x9, )= £(1,25; 1,25)=7,7656.

Opieramy sie na iteracji x* =x® +ad®, gdzie « >0 wybieramy tak, aby funkcja

o(a)=f(x* +ad™) byta mozliwie najmniejsza. Obliczamy gradient:

T (eyy=ac+ani -4, Ly=ay +axy,
Ox oy

czyli VF(x,y) = (4x’ +4xy° —4, 4)° +4x*y). Zatem
VIF(x©,y)=Vf(1,25;1,25) =(11,625; 15,625),
d? ==-Vf(x?,y®)=(-11,625; —15,625).
Mozna by teraz obliczy¢ funkcje () podstawiajac
(@)= f(xV+ad®)=f(1,25-11,625; 1,25-15,625)

a nastepnie wykorzysta¢ wtérna f(x,y), aby uzyska¢ analityczng postaé @(a), ktérg nastepnie
rézniczkujemy wzgledem « i pochodng przyréwnujemy do zera, @'(a) =0. W ten sposéb mozemy
znalez¢ minimum (ale nie koniecznie!) pomocniczej funkeji @(ar) i wyznaczyé @ = a,. W praktyce

jednak bedzie troche prosciej rachunkowo, gdy najpierw policzymy ¢'(cx)
o d |
p'(a)= d—f(X‘“ +ad®)=d® -Vf(x® +ad™),
a

i do tego wyrazenia podstawimy punkt (x'”, ) =(1,25; 1,25). Otrzymujemy

/() =
= (~17636,6(ct —0,035)(cr> — 0,252¢ +0,019), — 23705(ct — 0,08)(cr” — 0,179 + 0, 0082)),

0 0
(/9’(0!) — d(U} . vf(x(ﬂ)’y(ﬂ)) — dl(()) l(x(o)’y(o)) + d;O) l(X(U)’y(U}) —
ox Oy

= 575417(c —0,048)(c> — 0,223 +0,014) = 0.
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Lab 04: Metody optymalizacji

Réwnanie ¢@'(a)=0, czyli (a—-0,048)(a’ 0,223 +0,014)=0 ma tylko jeden pierwiastki
a =0,048. (Réwnanie o’ —0,223a+0,014 =0 nie ma pierwiastkéw, gdyz A =-0,00594 <0.)
Widac tez, ze pochodna ¢'(a) zmienia znak z ujemnego na dodatni w punkcie @ = 0,048, wiec jest

to minimum. Dlatego przyjmujemy a'” =0,048. Obliczamy nowy punkt
(x, y0)=(x, y")+ad® =(1,25; 1,25)+0,048(-11,625; —15,625) =(0,693; 0,501).
Warto$é funkcji w nowym punkcie (x, y):
f(x®,y")= £(0,693; 0,501)=0,763.
Widzimy, ze wartos$¢é funkcji w nowym punkcie jest istotnie mniejsza. Kontynuujac dalej te metode

otrzymamy kolejne punkty. Wyniki sg przedstawione w Tabela 1.

Tabela 1. Punkty otrzymane metoda najwiekszego spadku dla funkcji z przyktadu. Ostatnia
kolumna pokazuje wartosci funkcji w kolejnych punktach.

X YO | f(xP, p*)
1,250 | 1,250 7,765
0,501 0,765
1,046 | 0,239 0,141
0,949 | 0,185 0,036
1,014 | 0,061 0,008
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