Metody Numeryczne — interpolacja i aproksymacja wielomianowa

Problem interpolacji

Zaczniemy od wyjasnienia jak nalezy rozumie¢ problem interpolacji w matematyce. Zatézmy, ze mamy
dane n+1 punktéw X, <X <...<X, , <X, z przedziatu [a, b], ktére bedziemy nazywaé¢ weztami
interpolacji. Ponadto dane sg wartosci pewnej nieznanej funkcji f :[a, b] > R w tych punktach

Yo=F(X%) vi=F(x), ...y, = F(X,)

Zadanie interpolacji polega na znalezieniu funkcji F(X), nalezgcej do pewnej klasy (np. wielomiany
stopnia nie wiekszego niz N lub kombinacje liniowe funkcji harmonicznych), ktérej wartosci w weztach

interpolacji {X,} sa takie same jak funkcji f (X). Tak wiec warunek interpolacji jest nastepujacy
F(x)=y,=f(x) dla i=01....n. (1)

Tak okreslone zadanie interpolacji jest najprostszym z mozliwych: jedynym warunkiem, ktéry tutaj
narzucamy jest, aby wartosci funkcji sie pokrywaty w weztach interpolacji. W innych zadaniach
interpolacji oprdcz warunku (1) dodajemy jeszcze inne, na przyktad, aby wartosci pochodnych funkcji
F miaty zadane wartosci. Ale zawsze w interpolacji wystepuje réwnos¢ wartosci w weztach
interpolacji. Interpolacje w oparciu tylko o warunki (1), gdy F nalezy do klasy wielomiandw nazywamy
interpolacjq w Lagrange’a.

Czesto funkcje interpolujagcg mozemy przedstawi¢ w postaci kombinacji liniowej wzgledem tak
zwanych funkcji bazowych ¢y, ¢,,...,¢,

FO= a0 (), @)

gdzie wspétczynniki a,,...,a, musimy wyznaczy¢ postugujac sie warunkami (1). Wybdr funkc;ji
bazowych wystepujgcych w sumie (2) zalezy od klasy funkcji, do ktdrej nalezy funkcja interpolujaca
F(x). Ale nawet przy ustalonej klasie mozemy uzywac réznych funkcji bazowych, i jak sie okazuje
wybodr ten moze miec istotne znaczenie dla stabilnosci numerycznej odpowiednich metod znajdowania
wspofczynnikéw interpolacji a,,...,a,. Aby wyznaczy¢ te wspétczynniki mozemy skorzystac z (1) i (2),

co prowadzi do ukfadu liniowego na a,,...,a,

Zaigoi(xj):yi’ (3)
i—0

co w postaci rozwinietej zapiszemy

ao¢o(xo) + a1¢1(X0) +...t+ an(”n(xo) =Yo
8,00 (%) + e (%) +... +a,0, (%) = i,

a0¢0(xn)+a1¢1(xn)+"‘+an¢n(xn) = yn'

Oczywiscie, aby zagadnienie interpolacji miato jednoznaczne rozwigzanie, macierz A=[(0i(Xj)]

uktadu (4) musi by¢ nieosobliwa. Taki warunek mozna wyrazi¢ poprzez wyznacznik macierzy
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0o(%) - 0,(X%)
D =det[p,(x;)]=det| ... .. #0.

?,(X)) .. o,(x,)
Przyktad. Wyznacz wielomian interpolacyjny dla Xy = 0, X, =1 X, = 2
Yo=-1 y,=2,y,=4
Rozwigzanie: Szukamy wielomianu drugiego stopnia
F(x) =a, +aX+a,x’.
Podstawiajac wezty interpolacji otrzymujemy F(X) =Y, dla i =0,1,2, czyli

a,+a,-0+a,-0°=-1,
a,+a-1+a, -1’ =2,
a,+a-2+a,-2° =4,

Z pierwszego réwnania mamy 8, = —1, co po podstawieniu do pozostatych daje uktad

a +a, =3
2a, +4a, =5.

oraz

Rozwigzanie tego uktadu to & =7/2, a, =—1/2. Ostatecznie szukany wielomian interpolacyjny

mozna wyrazi¢ jako

F(x)=—1+zx—1x :
2 2

Wzér interpolacyjny Lagrange’a

Mozna tatwo pokazaé, ze interpolacja za pomocg wielomiandw jest poprawnie okreslona.

Doktadniej, jezeli mamy danych N+1 weztéw interpolacji {X,,%,,...,X,}, to istnieje doktadnie

jeden wielomian F(X) stopnia co najwyzej n, ktéry rozwigzuje zadanie interpolacji F(x,) =y, dla

i=0,1...,n. Wielomian taki mozna zapisa¢ w naturalnej bazie (/)J-(X)zxj

F(x)=a,+aXx+...+a,Xx"). Wtedy warunek (5) ma postaé

1 %X, X oo X
1% X X

D =det[p, (x,)] =det| . % |=0.
1 x, X X!

(bo

Wyznacznik D, ktory pojawit sie w (6) jest tzw. wyznacznikiem Vandermonde’a, ktdry mozna

efektywnie wyrazi¢ nastepujgcym wzorem
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D= [T (x,—x) (7)
0<i<j<n
Poniewaz wezty interpolacji sg rézne: X; =X #0 dla i # j, wiec wida¢ ze D#0, a zatem ukfad

rownan (4) dla interpolacji wielomianami stopnia co najwyzej N posiada doktadnie jedno rozwigzanie.
Natomiast inng kwestig jest efektywna procedura numeryczna znajdowania tego wielomianu dla
zadanych punktéw (X, Y,), (X, ¥;),---.(X,,¥,)- Najbardziej naturalne wydawatoby sie podejscie,
polegajgce na bezposrednim rozwigzywaniu uktadu (4), ktéry ma w tym przypadku postac

A+ X, +axX ... +a X =Y,
2
a,+ax +ax +...+ax =y,

2 n
a, +a X, +aX, +...+a. X, =Y,

np. metodg Gaussa z czesciowym wyborem elementu gtéwnego nie jest zalecane ze wzgledu na zte
uwarunkowanie macierzy tego uktadu. Dotyczy to zwtaszcza przypadku wiekszych n.
Wzér interpolacyjny Lagrange’a uzyskujemy, gdy zamiast naturalnej bazy 1, X, X2, .., X" uzyjemyinnej

bazy, oznaczanej (,, (,, ..., {,, o nastepujacych wtasnosciach

i)  wielomian ¢, = (,(X) jest stopnia n,
0 dy =i
i) fi(xj):{ gay J=#I

1 gdy j=i.

tatwo sprawdzi¢, ze wielomian
[Tx=x)
[ (x) =2 (X=X e (X=X ) (X=X ) e (X X)
(X) =

H(Xi _Xj) B (% =%g) -+ (% = X)X = Xig) -+ (X _Xn)’

j#i

spetnia powyzsze kryteria i) oraz ii). Teraz mozemy tatwo napisa¢ wielomian interpolacyjny dla

punktéw (Xy, ¥o), (X, Yo)s--+, (X, ¥,), w nastepujacy sposdb
FOO =2 Yili(0) = Yolo () + Yy £y () + .4 Yy L (). (10)
i—0

Wzér (10) z wielomianami bazowymi okreslonymi w (,nazywamy wzorem interpolacyjnym

Lagrange’a.

Przyktad. Znalezé wielomian interpolacyjny, ktéry w punktach —1, 1, 2, 5 przyjmuje wartosci

2, 3,1 -5.

Rozwigzanie: Wyznaczamy kolejne wielomiany bazowe (,, {,, {,, {, korzystajac ze wzoru (9)
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1,00 ==X L gy gy,
(C1-1)(-1-2)(-1-5) 36

X) = (x+D(x=2)(x=5) :1(10+3x—6x2 +x3),
+1)(1-2)1-5) 8

fz(x) — (X+1)(X_l)(x_5) _ _l(z_x_zxz + XS),
2+1)(2-1)(2-5) 9

)=(x+1)(x—1)(x—2) :—i(S—x—5x2+x3).
G+1)(B-1)(5-2) 72

4

C4(x

Tak wiec wielomian interpolacyjny moze by¢ zapisany jako

F(x)=20,(x)+3C,(X)+ (,(x) =5(,(x).
Oszacowanie btedu wzoru interpolacyjnego Lagrange’a:

Mn+1
If(X)—F(X)ISMIwn(X)I, (1

gdzie M, =sup{| " ()} X[, Xpulh @)= (X=X)(X=X)..- (X~ X,,,).

Zadanie 1. Oszacowa¢ btad przy obliczaniu wartosci In(5,5) wielomianem interpolacyjnym la
podstawie znajomosci wartosci In(3), In(4), In(5), n(6).

Zadanie 2. Oszacowa¢ btad przy obliczaniu wartosci sin(1) wielomianem interpolacyjnym la
podstawie znajomosci wartosci funkcji sinus dla x =0, n/4, /2, &.

Dobér weztéw interpolacji
Chcemy tak dobra¢ wezty X, <X, <...< X _, <X, , abywyrazenie
sup{| @, ()} xelx,, x,1} (12)

byto jak najmniejsze.

Dla przedziatu [-1, 1] rozwigzaniem s3g punkty, ktére sg miejscami zerowymi tzw. wielomianow
Czebyszewa T,. Miejsca te sg dane wzorami

xi:cos(2'+17zj, i=012,...,n (13)
2n+1
Przejscie na dowolny odcinek dane jest przez transformacje liniowa [-1, 1] — [a, b], czyli
1
z=—"—(2x—a-bh). (14)
b-a

Mozna pokazac,

M, (b—a)"™
(n+1! 20

| f(X)-F(X)]< (19)

ze oszacowanie btedu interpolacji dla weztéw Czebyszewa na odcinku [a, b] dane jest wzorem.
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Zadanie 3. Znalez¢ wielomian interpolacyjny dla funkcji f(x) = xsin(x)e* —e™ na odcinku [-1, 1]
zaktadajgc wielomian interpolacyjny 5 stopnia dla (1) weztéw rownomiernie roztozonych, (ii) dla
weztow Czebyszewa. Oszacowac btad w kazdym z tych przypadkdw.

Aproksymacja sredniokwadratowa (metoda najmniejszych kwadratéw)
Zatézmy, ze dane sg §y,0;,...,0, — funkcje ciagte na odcinku [a, b] (liniowo niezalezne), ktére

bedziemy nazywaé funkcjami bazowymi. Na przyktad mogg to by¢ funkcje 1, X, x2,...,X™. Ponadto
ztézmy, ze mamy tez dany zbiér punktéw

(Xos Vo) (X5 Yi)yeees (X0 Vi)

Problem aproksymacji sredniokwadratowej mozemy sformutowac tak: szukamy funkcji postaci

g(x) =9, (X) + ¢, 9,(X) +...+ ,,9,,(X), (1.16)
tak, aby wyrazenie
D (i —9(x))’, (1.17)
i=0

przyjmowato wartos$¢ najmniejszg. Tak wiec nasze zadanie polega na znalezieniu wspotczynnikow
0y, Qe O

m?

przy ktérych wyrazenie (1.17) jest najmniejsze. Jezeli podstawimy funkcje (1.16) do (1.17) to problem
sprowadza sie do minimalizacji nastepujgcej funkgcji

E(ay, a,--- ,) = Zn:(yi — 0,0, (%) — 4,9, (%) —-..— 9, (X)) (1.18)

Warunkiem koniecznym na minimum funkcji E jest aby jej pochodne czgstkowe S—E byty réwne zero:
O

% = _Zi(yi — 0, (%) — 8, (%) —- .. — 2,9, (%))9, (%) =0,

dla k =0,1,...,m. Powyzszy uktad mozemy przepisa¢ nastepujgco
n n n
aozgo(xi)gk(xi)+"'+amz 90 (X9, (X)) = Zyigk(xi) k=01...,n, (1.19)
i=0 i=0 i=0
a w bardziej przejrzystej postaci macierzowej tak

= | (1.20)

mO0 mm m pm

gdzie a;, :Zin:ogj(xi)gk(xi) oraz p, :zilo ¥.9,(x) dla j,k=01,...,n.
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Tak wiec zagadnienie aproksymacji sredniokwadratowej zostato sprowadzone do rozwigzywania
uktadu réwnan liniowych (1.20). Aby problem byt poprawnie postawiony — tzn. aby uktad miat zawsze
jednoznaczne rozwigzanie — macierz wystepujgca w nim po lewej stronie powinna by¢ nieosobliwa.

Okazuje sig, ze tak w istocie jest, gdy funkcje bazowe sg niezalezne oraz punkty X;,...,X, parami

rozne. Zauwazmy ponadto, ze ze wzorow na {a, } wynika, ze macierz uktadu (1.20) jest symetryczna.

Przyktad. Wyznacz funkcje liniowg (wielomian stopnia <1) aproksymujgca wartosci Y, : -1,1.2,2.5w

punktach X : 1,2, 4.

Rozwigzanie. Funkcje liniowe ¢(X)=a,X+a, maja baze b,(X)=1 b (X)=X. Wyznaczamy

wspotczynniki uktadu réwnan (1.20) (M =1, czyli uktad bedzie 2x 2 ) wg wzordéw podanych zaraz po

tym uktadzie (pamietajmy tez o symetrii macierzy):

2 2
Ay = zi:0 9o (X)go(X) = Zi:01= 3,
2 2 2
a; = Zi:() 9,(%)9,(%) = zi:() XX = zi:() Xi2 =1+4+16 =21,
2 2
Ay = = Zi:o gO(Xi)gl(Xi) = Zi=01' X; =1+2+4=1.
Zauwazmy, ze do obliczenia macierzy uktadu (1.20) nie wykorzystujemy w ogdle wartosci {Y;}! Prawa

strona uktadu:

Po = Zio ¥i9, (%) :Zizzo Y, =—1+41,2+2,5=2,7,
p=d NG ()=D 0 y% =-11+12-2+2,5-4=11 4.

Zatem uktad na &, @, jest nastepujacy
3 21|« 3 2,7
21 7 ||e | |10,4]

3a, + 210, = 2,7
210, + 7, =11,4.

czyli w tradycyjnym zapisie

Rozwigzujac go otrzymujemy «, =220,5/140=1,575, o, =7,5/140 ~ 0,053571. Ostatecznie funkcja

liniowa aproksymujac podane punkty ma postaé

g(x) =0,053571- x+1,575.

Zadanie 4. Wyznacz wielomian aproksymujacy stopnia <2) dla wartosci Y; : -3,-1, 1.7, 2.8,3.5,0.5
w punktach X; : -2,-15,2.3,3.5,4,55.
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