Lab12: Problem wtasny; Metoda potegowa, llorazy Rayleigha

WPROWADZENIE

Rozktad QR jest uniwersalng metoda pozwalajaca rozwigzywac zagadnienie wtasne dla danej macierzy.

Przypomnijmy, ze liczbe A € C nazywamy wartoscig wtasng macierzy Ae C™" jezeliistnie niezerowy
wektor v taki, ze zachodzi réwnos¢

Av = Av. (1)

Wektor v nazywamy wtedy wektorem wiasnym. Zauwazmy, ze jezeli v jest wektorem wiasnym, to
jest nim réwniez wektor cov dla dowolnej liczby zespolonej ¢ = 0.

Definicja. Macierz kwadratowg AeK™" (gdzie K=R lub C) nazywamy diagonalizowalng jezeli

istnienie macierz nieosobliwa P € K™" taka, ze P'AP jest macierza diagonalng. Formalnie,
AcK™ jest diagonaliozwalna < IP K™, detP=0 i P'AP jestdiagonalna (2)

Fakt 1. Wektory wiasne odpowiadajgce rdoznym wartosciom witasnym tworzg uktad liniowo
niezalezny.

Zatem jezeli u;,0,,...,0, s3 wektorami wtasnymi macierzy A odpowiadajacymi réznym wartosciom
witasnym A, 4,,...,4,, to wtedy wektory u,,0,,...,0, sa liniowo niezalezne. Liniowa niezaleznosé¢

wektorow oznacza, ze
k
Vay,...,oq €C: ijlajuj =0 = gag=..=¢=0 (3)

Dowdd jest indukcyjny wzgledem k € N.
(i) Dla k =1 jest oczywiste, bo jezeli v, jest wektorem wiasnym, to z definicji jest niezerowy. A uktad
jednoelementowy {v,} jest liniowo niezalezny < v, #0.
(if) Krok indukcyjny k —> k +1:
o +...+a 0, =0 = Al +...+a, 0,,,) = A0) =0
Ao +.. .+, 0, =0 = aio+.. .+ A AV, =0

Mnozymy teraz pierwsza réwnosci przez 4, ., i wynik odejmujemy od ostatniej réwnosci

AU+ Ay 10, =0
Ao+t o A0, =0

Z zatozenia indukcyjnego mamy teraz: o, (4, —4,,) =0, o, (4, - 4,,,) =0, ..., o (4, —4.,) =0. Na

mocy zafozenia wartosci wiasne sa parami rézne, czyli A4 -4, #0,...,4 -4, #0 wiec z

}:> o (4= Ao+ + o (A — Ay )u =0

poprzednich réwnosci otrzymujemy o, =0,..., &, =0. Tak wiec &, ,0, ; = 0. Ale wektor wtasny v, ,
jest z definicji rézny od zera, zatem ¢, ,,0, ; =0 = «,,, = 0. Pokazali$my, ze wszystkiej wspétczynniki

..., ,, muszg by¢ réwne zeru, co koriczy dowdd.

Fakt 2. Wartosci wtasne sg pierwiastkami wielomianu charakterystycznego, ktéry mozna otrzymac przy
pomocy wyznacznika:

A jest wartosciq wiasnqg macierzy A < det[A—A1]=0. (4)
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Nawet jezeli macierz A jest rzeczywista, to jej wartosci wtasne mogag by¢ zespolone. Wtedy tez
odpowiednie wektory wtasne beda miaty sktadowe zespolone. Natomiast w jednym bardzo waznym
przypadku wartosci wtasne beda zawsze rzeczywiste: gdy macierz A jest symetryczna.

Fakt 3. Jezeli A jest macierza symetryczng, tzn. A= A', to wszystkie jej wartosci wlasne s3
rzeczywiste, a w konsekwencji takze wektory wtasne sg rzeczywiste.

Definicja. Méwimy, ze macierze A, BeC™ s3 podobne, co zapisujemy A~ B, jezeli istnieje

nieosobliwa macierz P, taka ze

B=P'AP. (5)
Zauwazmy, ze jest to relacja symetryczna, gdyz B=P'AP = A=PBP™.
Fakt 4. Macierze podobne majg doktadnie takie same wartosci wtasne.

Wynika to z prostego rozumowania: jezeli A jest wartoscig wtasng macierzy B, to istnieje wektor v

taki, ze Bu=Av, zatem P*APv = Av, czyli A(Pv)=APv. Oznacza to, 7e dla v’ = Pv zachodzi
Av'= A0’
gdzie v’ = Pu.

Fakt 5. Jezeli macierz Ae C™" posiada baze wektordw wtasnych v, ...,0,, to jest diagonalizowalna

przez macierz P =[v, v, ... v,] (kolumnami macierzy P sg wektory v;,...,0,). Zachodzi bowiem

A 0 0
0 :
P*AP=| . % (6)
: . 0
0o - 0 2

n

Whiosek: jezeli macierz Ae C™" ma n rdznych wartosci wiasnych, to jest diagonalizowalna.

Wynika to stad, ze wektory wtasne odpowiadajgce réznym wartoscig wtasnym sg liniowo niezalezne
(Fakt 1). Zatem gdy macierz ma n réznych wartosci wtasnych, to posiada n liniowo niezaleznych

wektoréw wiasnych. Poniewaz wymiar przestrzeni C" wynosi n, to wektory te sg baza. Tak wiec
whniosek wynika teraz z Faktu 5.

RozktAD QR

Celem jest dokonanie rozktadu w formie faktoryzacji danej macierzy kwadratowej A nailoczyn dwdch
macierzy

A=QR (7)

gdzie Q jest macierzg unitarng, a R jest macierzg trdjkatng gorng. Z rozktadu (7) mamy mozliwosé

szybkiego rozwigzania uktadu rownann Ax =D, gdyz

Ax=b < QRx=b < Rx=Q'b & Rx=Qb
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czyli problem sprowadzony zostat do uktadu réwnan z macierzg tréjkatna. Prawa strone tez szybko
obliczamy, gdyz Q" oznacza tylko transponowanie macierzy Q (i ewentualnie wziecie sprzezenia

zespolonego dla macierzy o wspdtczynnikach zespolonych).

Mozna wykazaé nastepujgce twierdzenie:

Dla dowolnej macierzy A istnieje taka macierz unitarna Q, ze

R=Q'AQ (8)
jest macierzg tréjkatng gérna.

Zadanie 1. Obliczy¢ wartosci i wektory wtasne i zdiagonalizowa¢ podane macierze:

1 2 3 1 1 4
31 1 -1 2 3
A= , A= , A= , A=|4 5 6|, A=|2 2 2|
2 2 2 3 3 1
7 8 9 6 -3 3

Zadanie 2. Przeanalizowac¢, uruchomic i przetestowac program zapisany w pliku QR_gsl_example.c. W

szczegolnoéci zmienié macierz A € R™" wybierajac macierz symetryczna, tj. A= A'.
Zadanie 3. Zmodyfikowac¢ wyjscie tak, aby wartosci wtasne i wektory byty wypisywane w formacie:

wartos¢ wtasna 1 -> wektor wtasny 1

wartos¢ wiasna n -> wektor wtasny n

Na przyktad:

2.34 - [2.5,3.7,-2.8,0.2]

0.12 - [0.2, 7.1, 3,8, -1.1]

Zadanie 4. Zmodyfikowad program tak, aby sprawdzat czy otrzymane wektory sg faktycznie wektorami
wtasnymi dla odpowiednich wartosci wtasnych. Oznacza to, ze nalezy sprawdzi¢ réwnosci

Av, =A4v, dla i=1...,n

gdzie 4, to wartos¢ wtasna, a V; odpowiadajacy jej wektor wiasny.

#include <stdio.h>
#include <gsl/gsl math.h>
#include <gsl/gsl eigen.h>
#define n 5

int main (void) {
double A[n*n];
int i, j;

for (i=0; i < n; i++)
for (3=0; j < n; j++) A[n*i + 3] = 1 + (i+j) + 1.0%*cos(i*3)/(1.5+sin(i+3));

gsl vector *wart wlasne = gsl vector alloc(n);
gsl matrix *wekt wlasne = gsl matrix alloc(n, n);
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gsl matrix view A mv = gsl matrix view array(A, n, n);
gsl eigen symmv_workspace *wsp = gsl eigen symmv_alloc(n);

// Tutaj Jjest dokonywany rozktad QR
gsl eigen symmv (&A mv.matrix, wart wlasne, wekt wlasne, wsp);

gsl eigen symmv_ free (wsp);
gsl eigen symmv_sort (wart wlasne, wekt wlasne, GSL EIGEN SORT ABS ASC);

for (i = 0; 1 < n; i++) {

double wart i = gsl vector get (wart wlasne, 1i);
gsl vector view wekt i = gsl matrix column(wekt wlasne, 1i);
printf ("warto$¢ witasna = $1f\n", wart 1i);

printf ("wektor witasny = \n");
gsl vector fprintf(stdout, &wekt i.vector, "$1f");

}

gsl vector free(wart wlasne);
gsl matrix free (wekt wlasne);

return 0;

METODA POTEGOWA ZADANIA WLASNEGO

Znajdowanie wszystkich wektoréw i wartosci wtasnych dla dowolnej macierzy jest dosé¢ ztozonym

zagadnieniem numerycznym, ale w szczegélnym przypadku gdy macierz kwadratowa AeR™" jest
diagonalizowalna (posiada baze wektoréw wtasnych) oraz istnieje jedna najwieksza co do modutu
warto$¢ wiasna (tzw. wartos¢ wtasna dominujgca), znajdowanie tej najwiekszej wartosci wtasnej i
odpowiadajgcego jej wektora wtasnego jest stosunkowo proste.

Zaktadamy zatem, ze wartosci wtasne macierzy A mozna uporzadkowac nastepujaco

415125 |2 .21 2, . (©)

Ogdlny algorytm metody potegowej opiera sie na wybraniu dowolnego niezerowego funkcjonatu
liniowego

o R">R (10)

i iteracyjnym obliczaniu ilorazéw r, = p(x* ) [ p(x®) gdzie x**V = Ax®. Wektor startowy x© e R"

wybieramy w zasadzie dowolny byle byt rézny od zera. Okazuje sie, ze wtedy zachodzi

limr, =4,

k—o0

Moze sie okaza¢, ze dla danego wektora poczatkowego X iteracje nie s3 zbiezne, to wtedy

prébujemy inny wektor.

W praktyce stosuje sie jednak pewnag modyfikacje opisanej metody. W takiej ,czystej” postaci,
X% = AX®) mimo ze faktycznie cigg wektorow (X('”l))jf:0 zbliza sie do kierunku wektora wtasnego
V..« Odpowiadajgcego wartosci wiasnej A_,., to ciag ten moze zmierza¢ do zera lub stawac sie
nieograniczony. Aby tego unikngé stosuje sie normalizacje wektora x®) po kazdej iteracji:

x® = x® 7 x® ||, gdzie ||| jest jedna z kilku typowych norm w R", na przyktad
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| x|, =max{] x, |: L<i<n},

[ x||1=Z| X, | (11)

n
1x1l= [ 2 1%
i1

Algorytm metody potegowe;j

wejscie: n, Ac R™, xeR", numlter e N

wyjscie: 4, 0

max ! max

for k=1 do numIter ({
= A-X

Y

r = @(y)/ @)
x = y/lyl
k

Wariant metody potegowej — ilorazy Rayleigha

W tym przypadku Scisle rzecz biorg nie postugujemy sie wybranym i ustalonym funkcjonatem liniowym
¢ tylko obliczamy ilorazy r' w oparciu o iloczyn skalarny wektoréw x® i xtD

XU ® e

r = = . 12
k x (8 y (k) I x () ”5 (12)

Oczywiscie tak jak w przypadku standardowej metody potegowej nalezy wykonywac normalizacje
wektoréw w kazdym kroku iteracji.

Wyznaczanie pozostatych wartosci i wektorow wiasnych w metodzie potegowe;j

Metoda potegowa pozwala wyznaczy¢ wartos$¢ wiasng o najwiekszym module. Kolejng wartos¢ wtasng
i odpowiadajacy jej wektor mozemy wyznaczy¢ poprzez redukcje (deflacje) wyjsciowej macierzy przy
pomocy juz uzyskanych wartosci i wektora wfasnego. Jezeli macierz A jest symetryczna, to
najprostszym sposobem deflacji jest odjecie od Amacierzy Avv", gdzie 4 i v to warto$é wtasna i jej
wektor wiasny, ktéry jest unormowany, ||v||=1. Zatem definiujemy macierz

A=A-Avv". (13)

We wzorze (13) wektor wiasny v jest wektorem kolumnowym, zatem
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_ail a, 3 - aln_ _Ul_[Ul v, Uy - Un]

Ay Ay Ay Ay, b,

A=A-Avv" =lay a, a; - 3, -4l

anl anZ an3 e 4 Y,

L nn _j L n_|
a, —Avyy,  a,—Avy, az-Avy -, —Avp,
Ay —A0,U, 8, —ALL, A, —AUL, B, — AL,
=l 8y — A, A, —Avw, A —AVY; - Ay, — ALY, :[aij _AUin]-
a,—Avo, a,-Avw, a;-Avw, - A, —Avp, |

Mozna pokaza¢, ze wektory wiasne macierzy A s3 takie same jak macierzy A, natomiast wartosci

wiasne macierzy A to zero oraz wszystkie wartosci wiasne macierzy Az wyjatkiem A. Symbolicznie

o(A) {0} =o(A)\{4}.

Teraz stosujemy metode potegowg do macierzy A, co powinno da¢ drugg w kolejnosci wartos¢
wtasng i wektor wtasny.

ZADANIA DO SAMODZIELNEGO WYKONANIA

1) Napisa¢ program, ktéry zaimplementuje metode potegowa z nastepujgacymi funkcjonatami

liniowymi
X
@, (x)=x gdzie x=| :
Xn
oraz z normami (do normalizacji) |||, |||l ]l:]l,. Program powinien wykonywa¢ zadang liczbe

iteracji, a nastepnie wypisywac przyblizenie 4,

o § Uy -
2) Przetestowac program na macierzach

- - 80 26 96 28 72 65
79 27 95 28 74
26 136 18 6.6 54 31
27 55 39 0 10
96 18 167 27 7.0 142
A=|95 39 118 31 93|, A =
28 66 27 42 27 24

28 0 31 42 27

72 54 70 27 99 43
74 10 93 27 95
- - 6.5 31 142 24 43 16.0

3) Napisac program, ktéry podobnie jak w p. 1) bedzie obliczat najwiekszg co modutu wartos$¢ wtasng
i odpowiadajgcy wektor wtasny, ale stosujac tym razem ilorazy Rayleighe’a. Przetestowaé na
przyktadach z p. 2) oraz poréwnac wyniki z tymi uzyskanymi w z programu z p. 1).

4) Napisaé program, ktory bedzie wyznaczat dwie najwieksze (co do modutu) wartosci wiasne w
macierzy symetrycznej A€ R™" oraz odpowiadajace im wektory wtasne metodg potegowa
(dowolny wariant) z redukcja (deflacjg). Przetestowac na nastepujgcej macierzy:
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66 28 31 24 33]
28 64 52 16 3

A=|31 52 78 9 -2|.
24 16 9 27 36
33 3 -2 36 57

Program powinien dawa¢ nastepujace wartosci wtasne: 4, =157,896; 1, =90,142.



