Przedmiot: Metody Numeryczne, (zajecia laboratoryjne)
Projekt: Uktady réwnan nieliniowych, Termin realizacji: 18 maja, 2025 r.

Uklady rownan nieliniowych

Projekt dotyczy metod numerycznych rozwigzywania nieliniowych uktadéw réwnan. W réwnaniach
takich wystepujg co najmniej dwie niewiadome oraz moga pojawic¢ sie cztony nieliniowe z tymi
niewiadome takie, jak xy, x*+vy, sin(x), 1/(x’y +Iny).

Przyktadem nieliniowego uktadu réwnan jest nastepujacy uktad

X2+ Yy —2x+4y+4=0,
{ y y "

9x* +4y® +16y —20=0.
Uktad powyzszy zawiera dwie niewiadome X, .

W przypadku wystepowania dwdch lub trzech niewiadomych czesto stosujemy oznaczenia X, VY, Z,
ale gdy niewiadomych jest wiecej, to taka konwencja nie jest dobra — lepiej jest wtedy numerowacd

zmienne X, X,, X3, ... Przy takich oznaczeniach ukfad (1) zapiszemy w postaci

2 x? 2%, + 4%, +4=0,
{xiwtx2 X, + 4%, + o)

9x12 + 4x22 +16x, —20=0.
W tym momencie nie jesteSmy jeszcze w stanie rozwigza¢ numerycznie uktadu (2), gdyz dotychczas

oméwione metody dotyczyly albo pojedynczych réwnan z jedng niewiadomg albo uktadéw réwnan
liniowych. Dlatego do przyktadu tego wrécimy, gdy juz zapoznamy sie z odpowiednimi metodami.

Ogodlna postac ukladu nieliniowego.
Rownania takie jak (2) mozemy opisa¢ nastepujgco. Dane sg funkcje wielu zmiennych

f,iR" > R,...f, :R" > R. Liczba funkgji jest réwna n tak samo jak liczba zmiennych x,,...,X,.Tak

wiec f, = f(x,....x,), f,="7,(X,...,X,) itd. Rozwigzaniem uktadu réwnan

f(x,...,x,) =0,
: (3)
f.(x,....,X,) =0,

jest n liczb x;,...,x; € R, takich ze po podstawieniu do (3) uzyskamy réwnosci, czyli

(4)
f.(x,...,x;)=0.

Tak sformutowany problem mozna zapisa¢ w sposdb jeszcze bardziej zwarty wprowadzajgc funkcje o
wartos$ciach wektorowych, czyli zestawienie funkcji f(x) =(f,(x),..., f (X)), gdzie Xx=(X,,...,X,). Tak

wiec dla danej funkcji wielu zmiennych o wartosciach wektorowych
f:R" > R", (5)
szukamy X" e R" takiego, ze

f(x*)=0. (6)
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Woracajgc do naszego przyktadu uktadu réwnan wyrazonego w (2) mozemy omoéwione funkcje zapisac
tak (n=2). Funkcje f, f,:R* >R

fL (X, X,) =X+ X2 —2X, +4X, +4, )
f, (%, %,) =9%" +4x; +16X, — 20.
Funkcja f :R? — R? ma wiec postaé

f(X,%,)= (& + X5 —2x% +4X, +4, 9%’ +4x; +16X, — 20). (8)

Metoda prostych iteracji

Jedna z najprostszych metod polega na iterowanym obliczaniu wartosci funkcji. Jest to metoda blisko
zwigzana z Twierdzeniem Banacha o punkcie statym.! Punkt staty to taki punkt, ktéry nie jest

zmieniany przez funkcje, czyli X" = F(x").

Twierdzenie (Banacha o punkcie statym). Niech X bedzie przestrzenig metryczng zupetna. Jezeli
odwzorowanie F : X — X spetnia warunek Lipschitza

P(F(x),F(X)) <Lp(x,y),
ze statg 0 < L <1, to wtedy odwzorowanie F posiada doktadnie jeden punkt staty X* € X.
Metoda prostych iteracji polega na wyborze jakiegos punktu startowego x® i obliczaniu kolejnych
wartosci wg formuty

x4 — F(x(k)) dla k=0,1,2,... ®)

W przypadku sytuacji opisanej powyzej cigg (9) zmierza do punktu statego odwzorowania uktadu
rownan niezaleznie od wyboru punktu poczatkowego x? e X.
Przy zastosowaniu tej metody do numerycznego rozwigzywania uktadu (4) nalezy pamietac, ze

Zbieznos$é ciggu (9) mamy zagwarantowang, gdy jest spetniony warunek Lipschitza ze statg L
mniejszg od 1 (L <1). W praktyce nie jest tatwo sprawdzi¢ ten warunek, dlatego czesto po prostu

eksperymentujemy. Jezeli cigg iteracji stabilizuje sie, to mamy podstawy przypuszczaé, ze jest to
przyblizenie punktu statego, a zatem przyblizenie rozwigzania uktadu (4), (lub w zwartym zapisie (6)).

Przyktad. Stosujgc metode iteracji prostych znalez¢ rozwigzanie uktadu réwnan

X =-0,5c0s x+0,1y?,
y =0,34sinx+0,5y*.

Uzywajac notacji X = X;, Y = X, mozemy uktad przepisa¢ nastepujaco

=-0,5 0,1x2,
{xi cos X, +0,1x2 1)

X, =0,34sin x, +0,5X;.

1 Stefan Banach (1892—1945) wybitny polski matematyk. Urodzit sie w Krakowie. Po odzyskaniu przez Polske niepodlegtosci
Banach zwiazat sie ze Lwowem, gdzie byt profesorem na Uniwersytecie im. Jana Kazimierza. W matematyce stworzyt
podstawy nowej dyscypliny o nazwie Analiza Funkcjonalna.



Widaé, ze jest to uktad zapisany w formie problemu punktu statego

x=f(x),
gdzie f(X)= f(x,x,)=(-0,5cosx +0,1xZ, 0,34sin X, +0,5x;).

Ponizej jest przedstawiona prosta implementacja znajdowania przyblizenia punktu statego. Funkcja
fixedPointSimpleIter jest ogélna procedurg. W prezentowanym listingu wprowadzono jako
przyktad powyzsze réwnania. Jezeli chcemy rozwigzywac inny przyktad nalezy zmodyfikowac
fragmenty zaznaczone dodatkowym ttem. (W jezyku C/C++ zmienne zapisujemy w tablicy, dlatego sg
numerowane od zera, tj. x [0 ] =x; itd.).

Fixed point simple iterations for systems.cpp |

<iostream.h>

double f0(double x[n]) { return -0.5%cos(x[0])+0.1%x[1]*x[1]; }
double f1(double x[n]) { return 0.34*sin(x[0])+0.2*x[1]*x[1]*x[1]1*x[1]; }

void fixedPointSimpleIter (double (*f[n]) (double x[n]), double x[n], int numIter) {
double x1[nl;
int i, j, k:

for (i=0;

;i< numIter; i++) {
for (3=0; J < n; J++) x1[3] = (*f[31)(x);
for (j=0; j < n; j++) =[J]1 = x1[3]1-

}

int main() {
double (*f[n]) (double x[n]), x[n], diff = 0.0;
int i, j, iterNum;

0.5;

1= =)

&f1;

x[0] 0.4; x[1]
f[ol &f0; £[1]

fizedPointSimpleIter (£, x, 10);

for (i=0; 1 < n; i4+) cout << "x[" << 1 << "] = " << x[1] << "\n";
for (i=0; i < n; i++) diff = diff + fabs(x[i1-(*£[1i]1) (x));

diff = diff/n;

cout << "\nfrednia rdznica: |x-f(x)| = " << diff << "\n";

system ("pause");

Po uruchomieniu powyzszego kodu otrzymamy nastepujgcy rezultat:

| E\Metody numeryczne\skrypt\Fixed point simple iterations for systems.exe

x[0] = -0.448401
x[1] = -0.147304

$rednia réznica: Ix-f(x)| = 2.33575e-009

Dla innego punktu startowego mozemy uzyskaé drugi punkt staty uktadu (10).

Metoda Newtona—Raphsona dla ukladéw rownan nieliniowych
Metoda ta jest uogélnieniem metody Newtona dla pojedynczego réwnania na przypadek uktadow
réwnan nieliniowych. Inne metody jednowymiarowe nie majg takiego uogélnienia, a w kazdym razie



nie sg one tak bezposérednie.? W przypadku jednowymiarowej metody wykonywalismy dzielenie
przez pochodng

(ko _ o F(xY)

- 1ry(K)y !

f(x*)
ale dla przypadku wielowymiarowego odpowiednikiem zwyktej pochodnej f'(X) jest macierz
Jacobiego oznaczana zazwyczaj jako Df (X). Jej elementami sg pochodne czgstkowe odpowiednich

sktadowych (czyli mozemy powiedzie¢ nieco nieformalnie, ze rézniczkujemy kolejne réwnania uktadu
(3) wzgledem kolejnych niewiadomych):

[ of, of, ]
a(x) 8_xn(x)
Df (x) = : - : . (112)
of of, (x)

o x) ... ox.

W tym przypadku zamiast dzielenia przez pochodng wystepujg mnozenie przez macierz odwrotng do
macierzy Jacobiego. Zatem podstawowy schemat metody Newtona—Raphsona bedzie wygladat
nastepujaco

x6H) 3o (k) _[Df (X<k))]7l f(x%) (k=0,1,2,...). (12)

Tak jak w przypadku jednowymiarowej metody Newtona, tak i teraz musimy wybrac¢ punkt startu
x® eR", aby mozna byto rozpoczagé iteracje opisane w (12). W ogdlnosci teoria méwi, ze jezeli
spetniony jest podstawowy warunek dla zbieznosci metody Newtona—Raphsona, tj. odwracalnosc¢
macierzy Jacobiego Df (x") i funkcje f, sg klasy C? to metoda jest zbiezna jezeli wystartujemy

dostatecznie blisko rozwigzania.?

W praktyce obliczeniowej cigg (12) wyznaczamy inaczej niz przez odwracanie Df(x"). Nalezy
rozwigzywac uktad réwnan liniowych. Réwnos$¢ ta moze by¢ bowiem réwnowaznie zapisana
nastepujaco

Df (x*)(x** —x®) =—f(x¥) (k=0,1,2,...). (13)

Takie sformutowanie jest podstawg do nastepujgcego algorytmu.

wybierz wektor startowy x© € R"
while (rel_err > ¢ or licznik < MaxlIter do {
rozwiaz uktad liniowy Df (x®)-Ax=—f (x®) wzgledem Ax

oblicz nowe przyblizenie x**? = x® + Ax

2 Na przyktad z metoda bisekgji jest taki ktopot, ze dla funkcji, ktérych dziedzina lezy w R", (n>2) nie za bardzo
wiadomo co mogtoby zastgpi¢ wybédr ,lewego” lub ,prawego” podprzedziatu. Takie pojecia bezposrednio
odwotujg sie do liniowego porzadku na prostej R. Takiego naturalnego uporzgdkowania nie ma juz na
ptaszczyznie.

3 Twierdzeniem, ktére precyzuje te warunki jest Tw. Newtona-Kantorowicza. W praktyce numerycznej na ogé6t
trudno je sprawdzi¢, dlatego najczesciej eksperymentujemy z réznymi punktami startowymi.



Jak wida¢ z tego algorytmu podstawowa praca wykonywana jest przy rozwigzywaniu uktadu
liniowego

A-AX =D, (14)

gdzie A=Df(x*) oraz kolumna b=—f(x*). Uklad taki mozemy rozwigza¢ jedng z metod
opisanych w rozdziale o uktadach liniowych (np. eliminacja Gaussa, rozktad LU czy metody iteracyjna
dla uktaddw liniowych). Ponadto przy zastosowaniu metody Newtona—Raphsona pojawia sie jeszcze
problem obliczenia macierzy Jacobiego A= Df (x*)), ktéra zmienia sie w kolejnych krokach. W

zaleznosci od sytuacji mozemy wykonaé to na dwa sposoby.

Metoda 1

Jezeli uktad jest znany w postaci ,analitycznej” czyli funkcje podane sg wzorami (tak, jak np. (2)), to
mozemy obliczy¢ wszystkie sktadowe macierzy Jacobiego tez analitycznie (wzorami), a nastepnie
oblicza¢ macierz A= Df (x*)) podstawiajac do tych wzoréw aktualne przyblizenie. Przyktadowo dla

uktadu (2) mamy dwa réwnania opisane wyrazeniami (7) czyli

f(X, %) =X+ X2 —2X, +4X, +4,
f,(%,%,) =9%" +4x; +16X, — 20,

Obliczamy teraz pochodne czgstkowe

of of
6_X1(X1’X2) :2X1 -2, a_xlz(xl’xz) :sz +4,

A,

X, ) =8x, +16.
o Vi) =%,

of,

—=(%,,X%,) =18x,,

ox, (X, %,) X
Zatem ogdlnie macierz Jacobiego dla tego uktady ma postac

Df(x):[le_z 2x2+4}.

18x, 8x,+16

Jezeli na jakims etapie obliczeri uzyskamy x* =(0,5,1,0), to podstawiajac do powyzszego wyrazenia

uzyskamy macierz A do obliczenia kolejnego przyblizenie z uktadu (14)

A— DI (0.5 1’()):{2-0,5—2 2-1+4}:[—1 6 }

18-0,5 8-1+16 9 24

Metoda 2

Jezeli funkcja nie jest dana w postaci analitycznej lub nawet jezeli jest dana, ale obliczanie macierzy
Jacobiego wzorami jest niepraktyczne (np. 1000 réwnan, to pochodnych bedzie milion), to mozemy
przyblizy¢ elementy tej macierzy (czyli pochodne czgstkowe) poprzez odpowiednie ilorazy réznicowe.
Mozemy np. wykorzystac¢ zwykte ,,réznice skoriczone w przéd” (ponizsze wzory dotyczg funkcji jednej
zmiennej g:R—>R)

)~ 9OEM =909

. (15)

9'(x

lub ,,réznice centralne” (doktadniejsze)



Ji < 90N —00h)

2h (16)

Poniewaz pochodne czastkowe funkcji wielu zmiennych g:R" — R s3 zdefiniowane podobnie jak

dla jednej zmiennej, tj.

(X X X 0 X, X)) = 90X, X))
h

og T
a—xj(xi,...,xn)_LlLrg , (17)

wiec analogicznie do wzoréw (15) lub (16) mozemy aproksymowaé pochodne czgstkowe. Biorgc pod
uwage, ze w i-tym wierszu mamy pochodne funkgcji f; otrzymujmy (réznica w przéd)

: f (X X X+ X X)) = B (X X
ﬁ(xli"‘lxn)z l(X1 : : ! : J+1 ) (X1 )1 (18)
OX; hj
lub (réznica centralna)
%(Xl,...,xn) . fi(xl,...,xjfl,xj +hj,xj+1,...xn)2; fi(xl,...,xjfl,xj —hj,xjﬂ,...xn). (19)

] J

Zauwazmy, ze we wzorach (18), (19) do rdznic skonczonych dla réznych zmiennych mozemy uzywac
innych wartosci h stad we wzorach wystepujg h;. Oczywiscie najprostszy wybor jest, gdy dla kazdej
zmiennej jest ten sam tj. h;=h dla j=1...,n. Nalezy jednak pamigta¢, ze zbyt mata wartos¢ h
moze prowadzi¢ do duzych btedéw zaokragleh arytmetyki komputerowej.* Przy wyborze mozemy
postuzy¢ sie nastepujaca formuta

hy =+Jz max{] x; |,M }san(x;), (20)

gdzie M; >0 jest parametrem, ktdéry charakteryzuje typowy rozmiar sktadowej X; szukanego

j
rozwigzania X', &, oznacza epsilon maszynowy. Jest to najmniejsza reprezentowalna liczba
maszynowa taka, ze 1+¢&,, >1 w arytmetyce maszynowej. W typowych $rodowiskach komputeréw
osobistych &, ~1,19-10". Na przyktad w uktadzie (7) bedzie to M;~2. Oczywiscie w

zastosowaniach na ogét wiemy co$ o szukanym rozwigzaniu (wiemy czego sie spodziewad), wiec
mozemy poda¢ oszacowanie parametru M;. Jezeli mamy z tym trudnos$¢, to mozemy sprobowac

uproszczonej wersji (bez tego parametru), czyli

,/g X: |, dy x. =0,
h_: Ml Jl gy j (21)

: NEW gdy x; =0.

Przyktad. Nalezy znalez¢é numerycznie przyblizenie rozwigzania nastepujacego uktadu réwnan

4 Nalezy pamietaé, ze sama definicja pochodnej wyrazona granicg (17) jest pewng abstrakcjg dlatego, ze
operujemy w niej na zbiorze liczb rzeczywistych R, ktéry w komputerze jest reprezentowany tylko przez
skoriczony podzbidr liczb reprezentowalnych. W szczegdlnosci h nie moze by¢ dowolnie bliskie zeru. Ponadto,
gdy h jest bardzo mate (ale nadal reprezentowalne), a X; zbyt duze to w arytmetyce komputerowej moze sie
okaza¢, ze X; +h= X;. To spowoduje, ze zamiast lepszego przyblizenia pochodnej otrzymamy zero (bo réznica

w liczniku wyrazenia (18) bedzie zero).



X2+ X+ %2 =3,
Xo +2X% —7X, =0, (22)
0,5x, —3x, =0.

Jest to jak przyktad testowy, ktéry stosunkowo fatwo mozna go rozwigzac analitycznie i otrzymac
X, = £1,702742, x, =0,141895, x, =0,28379

Ponizej jest przedstawiona przyktadowa implementacja metody Newtona—Raphsona dla uktadéw
rownan nieliniowych. Procedura rozwigzujace nie jest zrealizowana w postaci odrebnej funkcji, ale
jest wprost zapisana w funkcji main (). Odwotuje sie do funkcji gauss (rozwigzywania uktadu

liniowego). Moze tez uzy¢ rozktadu LU. Aby otrzymaé numerycznie macierz Jacobiego Df (X)) uzyto
roznic centralnych postaci (19). Jezeli chcemy rozwigza¢ uktad réwnan, to nalezy zdefiniowaé uktad
rownan podajac definicje funkcji wystepujacych po lewej stronie uktadu. Nalezy tez podaé poprawng
wartos$é zmiennej N (liczba réwnan; dla naszego przyktadu n=3).

const int n = 3;
void gauss(double a[n][n], double b[n], double x[n]);

double f@(double x[n]) { return pow(x[0],4)+x[1]*x[1]+x[2]*x[2]-4; }
double fl(double x[n]) { return x[0]*x[@]+x[1]*x[1]-2*tan(x[2]); }
double f2(double x[n]) { return x[0]*x[0]-x[2]*x[2]+sin(x[@]*x[1]*x[2])-1.1; }

int main() {
double a[n][n], deltaX[n], b[n], x[n], x_plus_h[n], x minus_h[n], h;
double (*f[n])(double x[n]);
int i, j, k, r, iterMNum;

fle] = &fe;
£[1] = &f1;
f[2] = &f2;

h = 8.91; iterNum = 60;
x[@] = 1.0; %x[1] = -1.9; x[2] = 1.0;

for (k=1; k <= iterNum; k++) {
for (1=0; i <n ; i++) {
b[i] = -(*f[i]1)();
for (j=0; j < n; j++) {
: for (r=0; r < n; r++)
: if (r == j) { x_plus_h[j] = x[j]+h; x minus_h[j] = x[j]-h; }
: else x plus h[r] = x minus_h[r] = x[r];
: a[il[3] = ((F[i])(x_plus_h) - (*Ff[i])(x_minus_h))/(2*h);
S}

}

gauss(a, b, deltaX);

for (i=0; i < nj; i++) x[i] = x[1] + deltax[i];

}

for (i=0; i < nj; i++) cout << "x[" << 1 << "]=" << x[1] <<"\n";
for (i=0; i < n; i++) cout << "Réwnanie numer " << i << ": " << (*f[1])(x) <<"\n";

Po uruchomieniu programu otrzymamy nastepujgce wyniki:



C:\Dane\Dane-Dell\W5B\mn\

x[0] = 1.35815
x[1] —-0.174304

x[2] = ©.753136
fo(x) = ©

f1(x) —4.44089e-16
£2(x) —2.22045e-16

Jak wida¢ — zwtaszcza na podstawie sprawdzenia poprzez podstawienie — uzyskane przyblizone
rozwigzania (X[0] =1.35815, x[1] =—0.174304, x[2] =0.753136) spetniajg uktad bardzo dobrze.

Aby uzyskac drugie rozwigzanie

X" ~(-1.35815, —0.174304, 0.753136),

nalezy wybraé¢ inny punkt startowy X©. W programie oznacza to zmiane inicjalizacji zmiennych
x[0], x[1], =x[2].Na przyktad dla inicjalizacji x[0] = -1.0; x[1] = 1.0; x[2] = 1.0
otrzymamy to drugie rozwigzanie:

C:\Dane\Dane-Dell\WSB\mn\

x[@] = -1.35815
x[1] 0.1743e4

x[2] = 0.753136
fo(x) = @

£1(x) -4.44089e-16
f2(x) = -2.22045e-16

Projekt

Projekt ma wykorzystywaé biblioteke GSL do rozwigzywania pomocniczych uktadéw réwnan
liniowych. Wszystkie pliki projektu (plik zrédtowy i ewentualne pliki tekstowe z danymi maja by¢
skompresowane w jednym pliku.

Nazwa pliku: MetNum_Projl_Nazwisko_Imie_Grupa
Plik projektu zatgczamy do emaila i wysytamy na adres: szyszkin@agh.edu.pl

Tytut listu: MetNum_Proj1_Nazwisko_Imie_Grupa

Zadania do wykonania w ramach projektu

Napisac program (jeden) w jezyku C++, ktéry bedzie implementowaé metode Newtona—Raphsona dla
uktadéw réwnan nieliniowych. Rozwigzywanie ukfadu liniowego z macierzg Jacobiego zrealizowaé
funkcjami biblioteki GSL (gsl_linalg_LU_decomp, gsl_linalg_solve). Maksymalnie zautomatyzowaé
zadawanie uktadu: podajemy liczbe niewiadomych (n) oraz wprowadzamy w kodzie takg sama liczbe
funkcji definiujgcych réwnania. Oczywiscie punkt startu takze zadajemy. Obliczenia konczymy gdy
liczba iteracji przekroczy zadany parametr (Maxlter) lun gdy zostanie osiggnieta zadana doktadnos¢
(errTol):



| x4 — x| < errTol || x¥||.

Przetestowaé¢ program rozwigzujagc numerycznie podane nizej osiem uktadéw réwnan. Po
uruchomieniu program wykonuje odpowiednig procedure rozwigzujgcg, a nastepnie wypisuje na
ekranie numer zadania, punkt startowy uzyty do iteracji, wartosci uzyskanych rozwigzan oraz
sprawdzenie poprzez podstawienie rozwigzan do réwnan i wypisanie otrzymanych wartosci (powinny
by¢ bliskie zeru).

W krétkim  raporcie (maks. dwie strony) podaé informacje o metodzie Newtona—Raphsona,
implementacji, a w przypadku Zadania 1 pokazac¢ rachunek (przeksztatcenia) prowadzace do
rownania z jedng niewiadoma.

Zadanie 1. Znalezé numerycznie rozwigzania ponizszych uktadéw dwdch réwnan z dwoma
niewiadomymi dokonujgc najpierw redukcji do réwnania z jedng niewiadoma. Przy rozwigzywaniu
rownania z jedng niewiadoma zastosowa¢ metode bisekcji i metodg Newtona.

2x* +5y° -2=0,

? {—Sx3 +2y=0.
cos(2x®)—3y° +1=0,
{2 In(L+x*)—y=0.

Zadanie 2. ZnaleZ¢ numerycznie rozwigzania ponizszych uktadoéw stosujgc metode iteracji proste;.

2x—sin(0,5x+Yy) =0,
y—0,5co0s(x—0,5y) =0.

X+

1.
—=sin(y) =0,
3 (y)

X2

b)

2

0,4cos(x) + y -2y=0.
3+y

Zadanie 3. ZnaleZ¢ numerycznie po jednym rozwigzaniu ponizszych uktadéw stosujgc metode
Newtona—Raphsona.

2x% +3y*-5=0,
? {x3—lny:0.
b) {2x4+y5—xy—1:0,
x> —y*—y=0.
8x* +y®—12xy =0,
° {cost—y2+1:O.
L(x-D)°+y*+1z2°-6=0,
d) kx2—2,4x+2y2—z+0,06—0,

iz +21x +20\[y -25=0.



f)

x*+y?+2? =4,
x? +y?-2tg(z) =0,
x? — 7% + sin(xyz) =1,1.
3.2x —cos(yz) =0.55,

x? —80.45(y +0,095)% +sinz +1.07 =0,
e +19.52+30.5=0.

Z wektorem poczatkowym x@ =[1,1, —=1] oraz x® =[0.1, 0.1, - 0.1]



