Metoda Gaussa-Seidla i metoda SOR

WPROWADZENIE

W ramach tego projektu nalezy zrealizowac i przetestowaé implementacje procedury numerycznej
rozwigzujgcej uktad réwnan liniowych (1) metodq Gaussa-Seidla oraz metodg SOR (ang. Successive
Over-Relaxation), a nastepnie otrzymac optymalne wartosci parametru relaksacyjnego ® w metodzie
SOR.

Zaczynamy od uktadu réwnan liniowych

allxl+a12X2+"'+a1n n:bl
: (1)
ay X +a,X, +...+a,X, =b,

Macierz A= [aij] powyzszego uktadu powinna spetniaé warunek dominujgcej przekqtnej, aby iteracje
byty zbiezne do rozwigzania. Warunek ten oznacza, ze wartos¢ bezwzgledna kazdego elementu na
przekatnej, | a; |, jest wieksza od sumy wartosci bezwzglednych pozostatych elementéw w wierszu:

la. | > Z |aij| dla 1=12,...,n (2)

n
j=1j=i

Metody iteracyjne czesto analizowane sg i opisywane w jezyku macierzy poprzez rozbicie macierzy A
na sume tréjkatnej dolnej L, diagonalnej D, oraz trdjkatnej gérnej U. Zapiszmy zatem macierz A w
postaci sumy:

A=L+D+U
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i teraz metode Jacobiego mozna macierzowo wyrazi¢ nastepujgco
Xl(k) X:Ek+1)
xW=| 1 | 5> x=| 1 | gdzie xX*? =D (b-(L+U)x¥. (4)
X[(]k) Xr(1k+1)

Oznacza to, ze na poszczegdlne sktadowe wektora (kolumny) x*

dla metody Jacobiego:

otrzymujemy nastepujace wzory

x*D =(bi —Zaijxgk)]/a“ dlai=1...,n (5)

j=i

METODA GAUSSA-SEIDLA. W metodzie Gaussa—Seidla stosujemy modyfikacje metody Jacobiego. W
przypadku metody Jacobiego do obliczenia nowego wektora przyblizajgcego rozwigzanie
wykorzystywany byt caty wektor z poprzedniego kroku. Modyfikacja polega na tym, ze po prawej
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stronnie wzory (5) dla i >1 wykorzystujemy juz nowe wartosci xﬁ"*” dla indekséw 1< j<i. Zatem

iteracje w metodzie Gaussa—Seidla wygladajg nastepujaco:

X\ :[b Zauxikm Zaux('k)J/aii dla i=1....n (6)

j<i j>i

METODA SOR. Metoda ta moze by¢ traktowana jako uogdlnienie metody Gaussa—Seidla poprzez
wprowadzenie pewnego dodatniego parametru ® > 0. Wychodzimy od réwnania (1), czyli w zapisie
macierzowym AX=Db, mnozymy przez parametr ® i wykorzystujemy rozktad A=L+D+U, a
nastepnie stosujemy kilka prostych przeksztatcen:

Ax=b = o(L+D+U)x=0b = (wL+oD+wU)x=0b = (D+oL+(0-1)D+wU)X=wb
= (D+owL)x=wb—((@-1)D+wU)x.

Ostatnia rownosc jest podstawg do metody iteracyjnej

(D+ L)X =wb-((0-1)D + U )x®. (7)

Korzystajgc z tego, ze po lewej stronie macierz D + wL jest tréjkatna dolna, po prawej
(w—1)D+ U jest trojkatna gérna, mozemy rozpisac te rownosé na kolejne sktadowe dla i =1,...,n:

oY a;xY +a,x"Y =ob - (0-Da;x —0) a;x{,

j<i j>i

Xi( k+1)

czyli po wyliczeniu uzyskamy

X&) = (1- w)x® + (b Zauxj'“l’ Zauxik)} da i=1..,nk=012..1 (g

j<i j>i

Wybér optymalnego parametru o > 0 nie jest automatyczny i zalezy od wtasciwosci macierzy A=[g;].

PRZERYWANIE ITERACII. W przypadku metod iteracyjnych musimy w ktéorym$ momencie przerwac
iteracje. Zazwyczaj jest to w przypadku przekroczenia pewnej zadanej maksymalnej liczby iteracji lub
przy osiagnieciu zadowalajacej doktadnosci okreslonej poprzez zadany btad wzgledny € > 0
zdefiniowany nastepujaco

” X(k+1) _ X(k) ”
x|

7

czyli

XX < e ), o)

Dla wektoréw X = [Xl,...,Xn]T stosujemy najczesciej jedng z trzech réwnowaznych norm

X=X 1+ D L X =y 4, X = max] x ]l x 13 (10)
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ZADANIA DO WYKONANIA W RAMACH PROJEKTU

1) Nalezy napisa¢ program w jezyku C/C++ realizujgcy metode Gaussa—Seidla oraz metode SOR.
Powinien on zawiera¢ nastepujgce elementy.

(i)  Woeczytanie z pliku macierzy kwadratowej A:[aij]e]R”X” oraz wektora prawych stron

b=[b]eR™ do tablic NxN oraz N. Moga to by¢ zwykta tablice jgzyka C/C++ lub struktury

matrix i vector biblioteki GSL — ale funkcje biblioteki nie bedg wykorzystywana w tym
projekcie.

(i) Sprawdzenie czy macierz A jest dominujaca przekatniowo. Jezeli ten warunek nie bedzie
spetniony, to program wypisuje stosowny komunikat i koriczy dziatanie.

(iii)  Wypisywanie na ekranie danych z iteracji metody Gaussa—Seidla i metody SOR — ale nie
wszystkich, tylko na przyktad co piate;j.

(k+1) )
zadawang jako parametr oraz

(iv)  Ustalong maksymalng liczbe iteracji obliczajgcych x = x
wzgledng tolerancje btedu, eps.

(v) Iteracje powinny zatrzymaé sie w jednym z dwdch przypadkow: osiggniecie zadanej
doktadnosci lub przekroczenie zadanej maksymalnej liczby iteracji:

k+1)

| x®P —x®| < eps-|| x* || lub k >kmax, (11)

gdzie eps (ang. reltolerr tolerancja wzglednego btedu) oraz kmax sg zadanymi parametrami, a
norma ||| jest jedna z trzech typowych norm — patrz (10). W programie uzy¢ normy ||+, -

Sprawdzi¢ wartosci tolerancji wzglednego btedu réwne eps = 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001 dla
macierzy ponizszego uktadu przy maksymalnej liczby iteracji co najmniej 200.
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Rozwigzanie wynosi x =[-0.8186, —0.7157, 1.5021, —0.0585]".

2) Przetestowac program na przygotowanych przez siebie dwdch przyktadach uktadéw réwnan o
rozmiarach n=10 i n=20 dla ktérych znamy rozwigzanie. Przyktadowe rozwigzanie mozna
przygotowac w nastepujacy sposéb. Zadajemy macierz A=[a;]e R'**°, dbajac tylko o to, aby byt

spetniony warunek dominujgcej przekatnej (2). Teraz ustalamy jakis wektor rozwigzan, na przyktad
X=[X, ..., %,]' =[1,2,3,4,56,7,8,9,10],

a nastepnie wyliczamy jaki powinien by¢ wektor prawych stron ukfadu (1), wykonujgc mnozenie i
definiujgc b= Ax. Tak otrzymany wektor jest prawg strong, a rozwigzanie znamy, wiec mozna tatwo
weryfikowaé metode.

3) Iteracje rozpoczyna¢ od zerowego wektora poczatkowego x© =][0,...,0]".

4) Dla przyktadowych macierzy z p. 2) znalez¢ metodg brute force optymalng warto$é parametru
relaksacji @ > 0 dla dwdch tolerancji btedu, 0.01 i 0.0001 w nastepujgcy sposéb. Przyjgé stosunkowo
duzg maksymalna liczbe iteracji, np. kmax = 500 (tak aby iteracje konczyty sie przed osiggnieciem tego
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maksimum), a nastepnie dla kazdego »=0.10, 0.15, 0,20, 0.25, 0.30, ..., 1.80,1.85,1.90. obliczy¢
przy jakiej liczbie iteracji przerwaty sie obliczenia (osiggnieto przyjety poziom btedu eps).
5) W sprawozdaniu (pdf) sporzadzi¢ wykres liczby iteracji przy ktérych osiggnieto zadang tolerancje

btedu od o dla kazdej macierzy z p. 2) oraz dla dwdch tolerancji btedu z p. 4). Wykres moze by¢ w
Excelu lub w programie gnuplot.



