Lab 04: Uktady liniowe — metody bezposrednie, cz.1

WPROWADZENIE

Zajmiemy sie teraz metodami numerycznego rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych Ax =D, gdzie
A jest nieosobliwg macierzg nxn (macierz kwadratowa o takiej samej liczbie wierszy i kolumn réwnej
n). Na kolejnych éwiczeniach rozwazymy takze zagadnienia pokrewne, tj. odwracanie macierzy,

obliczanie wyznacznikdw, znajdowanie wektoréw wtasnych i liniowe zadanie najmniejszych
kwadratéw.

Podstawowe narzedzia matematyczne to algebra macierzy, normy wektoréw i macierzy, wektory i
wartosci wiasne.

Celem ¢wiczen nr 4i 5 jest zapoznanie sie z bezposrednimi metodami rozwigzywania algebraicznych
uktaddw réwnan liniowych.

Uktad n réwnan liniowych z n niewiadomymi ma postac

A X A X+, X, :bl’

Ay X +8,X, +...+ 3, X =D,, "

a, X +a X +...+a, X =b,

w ktérym wspotczynniki (a;;) oraz (b) sa dane, a X;,...,X, to szukane niewiadome. Opis takich
uktaddéw jest wygodny w jezyku macierzy. W oparciu o definicje mnozenia macierzy mozemy uktad (1)

zapisac¢ nastepujgco:

8y o An || X by

anl ann Xn bﬂ
czyli
Ax=Db, (3)
gdzie
&; &y, X by
A=| i | x=[1], b=| ] (@)
aﬂl o ann Xn bn

Z algebry liniowej wiadomo, ze uktad (1) ma jednoznaczne rozwigzanie dla dowolnej prawej strony
wtedy i tylko wtedy, gdy det A= 0. Warunek ten oznacza réwniez, ze macierz uktadu jest odwracalna,

tzn. istnieje macierz A taka ze:

AAT=ATA=, (5)
gdzie symbol | oznacza macierz jednostkowg
0
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Postugujac sie macierza odwrotng A mozemy w teorii rozwigza¢ uktad réwnan nastepujaco:
Ax=b = AN (AX)=A"D = (ATA)Xx=A"D = Ix=A"D,
zatem

x=A"D, (7)

gdyz Ix = X. Oczywiscie gtéwnym problemem jest znalezienie macierzy odwrotnej A’ Dla macierzy
stopnia 2 lub 3 mozna to w miare szybko zrobi¢ postugujac sie wzorami (n = 2):

. & &
a, a, det A det A .
{azl azz} 49y a, g a38,, — 8,8y (8)
detA detA
czyli
a b]" 1 [d -b
{ } i { } (©)
c d ad—bc|-c a

Dla n=3 obliczajgc macierz dopetnien algebraicznych otrzymamy

a; a, 313 1 _a23a32 + azza33 a13asz - 3123-33 _a13a22 + aizaza
Ay Ay Ay |= m A8y — Ay a5, —8385 8,85 Q138 — 8,8
83 Qp Qg —a5,38; ta,38; 8,385 — a8, —a,a, +a,,3,
(10)

gdZie det A= 8388 + 8838y + 83883, — 8,838 — &8, 855 + 885,85

Dla wyzszych stopni znajdowanie macierzy A™ poprzez dopetnienia algebraiczne jest niepraktyczne.
Aby madc efektywnie rozwigzywacd uktady rdwnan postaci (1) nalezy stosowac¢ odpowiednie procedury.
Dzielimy je na dwie kategorie: metody bezposrednie i metody iteracyjne. Zanim przejdziemy do
metody eliminacji Gaussa dla petnej macierzy, zajmiemy sie dwoma szczegdlnymi przypadkami:
(i) macierz A jest trojprzekatniowa, (ii) macierz A jest trdjkatna (gérna lub dolna).

ROZWIAZYWANIE UKLADOW Z MACIERZA TROJPRZEKATNIOWA

Rozwazmy uktad AX=Db z macierza, w ktérej poza gtéwna przekatna oraz dwiema sasiednimi
wystepujg zera:

d ¢ O 0
ai d2 CZ O
A= 0 . (11)
a'n—2 n-1 Cn—l
0 0 a,, d,

Oznacza to, ze ukfad réwnan ma postac
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d,x +CX, =
aX +d,x, +C,X, =bh,
a,X, +dx; +C;X, =b, (12)

a‘n—lxn—l + dan = bn

Do rozwigzania uktadu z takg macierzg mozemy postuzy¢ sie nastepujgcym algorytmem:

for i=2 to n do d,=d,-c_,-(a,/d,_,), b=b-b_ -(a,/d)
X,=b,/d,
for i=n-1 to 1 do X =(b—¢Xx.,,)/d,

taczac oba fragmenty procedur uzyskamy nastepujacy kod funkcji dla uktadéw tréjprzekatniowych.
Zaprezentowana funkcja triDiagSolvel jest najprostsza realizacja, ktdre nie zmienia wejsciowych
tablicaib.

lca 0 repreze

void tribian_g‘so-lvel (double a [n_—lj ' dou.l-ole_ d
double dTmp[nl, bTmpinl:;

for (i=1; i < n; i++) [ dTmp[i] = d[i];

algorytim roezZwldzZ¥wanla Uffidadu Trojdlagonalnegor: eliminacja.

prmp(i] = b[il; }

for (i=1; i< 1_1: i++) |

d[i] = d[i] - c[i-1]1*(a[i-11/d[i-1]);
b[i] = b[i] - b[i-11*(ali-11/d[i-1]1);
}
£[n-1] = b[n-11/d[n-11;

for (i=n-2; 1 >= 0; i--) x[i] = (b[i] - c[il*=x[i+1])/d[i];

Preywracanlie wartoscli w

i<n; it4) { dli] = dTmp[il; bli] = bTmplil; 1}
}

Zadanie 1. Zaimplementowac i przetestowal w jezyku C/C++ metode rozwigzywania uktadu
tréjprzekatniowego.

Dane sprawdzajgce: dla uktadu (n=5) opisanego macierzami

2100 0 1
14100 2
A=l0 1 5 -2 0|, b=| 1|
002 7 1 3
000 8| |-

rozwigzanie (z doktadnoscig do czterech miejsc po przecinku) wynosi:
x, =0.3264, x, =0.3472, x, =0.2848, x, =0.3857, x, =—-0.2696.

UKLAD Z MACIERZA TROJKATNA GORNA

Rozwazmy nastepujgcy uktad rdwnan liniowych
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apX, +oapX, + agX + ...+ a X, = bl’
AnX, + AyuXy + ...+ aX = b,

ApX, + ...+ a,X, = b, (13)
a,X, = b,

Rozwigzywanie tego ukfadu jest bardzo proste. Zaczynamy od ,korica”: z ostatniego réwnania
wyliczamy X, nastepnie z przedostatniego X, , itd. az do pierwszego, z ktérego wyliczamy X :

X, =b,/a,,
Xn—l = (bn—l - an—l,nxn) / an—l,n—l’
Xn—2 = (bn—z - a‘n—z,n—lxn—l - a‘n—z,nxn) / an—2,n—2’ (14)

X = (bi _Z?:Hlaijxj)/aii-

Zauwazmy, ze w kazdym kroku uzyskujemy kolejng niewiadoma w sekwencji X, X, ;,...,X;, przy czym
korzystamy z juz otrzymanych wczesniej rozwigzan.

Ponizej jest przedstawiony algorytm zapisany w jezyku C rozwigzywania uktadu tréjkatnego. W
stosunku do zapisu, ktéry uzywalismy wyze] jest jedna mata zmiana polegajaca na tym, ze indeksy w
tablicy (macierzy) oraz w kolumnach zaczynajg sie od 0 (a nie od 1) i koriczg na n-1 (a nie na n).

double a[n][n], b[n], x[n], sum;
int 1, J;

x[n-1] = b[n-1]/a[n-1][n-1];

for (i=n-2; 1 >= 0; i--) {
sum = 0.0;
for (j=i+l; 7 < n; J++) sum = sum + al[i] [J]*x[]];
x[i] = (b[i] - sum)/al[i]l[i];

Gdy sie przygladniemy sie doktadniej powyzszemu algorytmowi, to zauwazmy Zze nie jest potrzebne
odrebne przypisanie przed wejsciem do petli for, gdyz dla pierwszej wyliczanej skladowej rozwigzania
(tj. dla x [n-1] w notacji jezyka C/C++) petla wewnetrzne i tak sie nie wykona, wiec zmienna sum
pozostanie rdwna zero. Tak wiec bardziej zwarta postac algorytmu jest nastepujaca:

double a[n] [n], b[n], x[n], sum;
int 1, J;

for (i=n-1; 1 >= 0; i--) {
sum = 0.0;
for (j=i+l; j < n; Jj++) sum = sum + al[i] [J]*x[]];
x[1] = (b[i] - sum)/alil[i];

Zadanie 2. Zaimplementowac i przetestowa¢ metode rozwigzywanie uktadu z macierzg tréjkatna
gbérna. Rozwigzaé przyktadowy uktad dla Nn=7 i sprawdzi¢ rozwigzanie przez podstawienie i
poréwnanie z prawa strona.




