Metody Numeryczne, kierunek — informatyka, AGH
Rdéwnania nieliniowe z jedng niewiadomg

CEeL ¢WICZEN

Zaimplementowac metode bisekcji, metode Newtona (metoda stycznych), oraz metode siecznych do
rozwigzywania rownan nieliniowych z jednq niewiadomgq. Przeprowadzi¢ testy programéw dla
przyktadowych réwnan.

WPROWADZENIE

Najprostszym réwnaniem z jedng niewiadomg jest réwnanie liniowe ax=b, ktére ma jedno

rozwigzanie x=2, pod warunkiem, ze a=0. Nieco trudniejsze jest réwnanie kwadratowe
7 . . — 27 7 . . . .
ax’ +bx+c=0, w ktérym a = 0. Ma ono rozwigzania x = 2P -4ac “Zba““, ktore sg liczbami rzeczywistymi

(x e R), gdy b? —4ac >0. Ale dla réwnanie trzeciego stopnia, ax® +bx? +cx +d =0, wzory s juz do$¢
skomplikowane i na ogét mato przydatne. Przyktadowo, najprostsze nietrywialne rownanie trzeciego
stopnia, x° + X+1=0, ma dwa pierwiastki zespolone (pomijamy) i jeden rzeczywisty:

X = —g— 2 + ;f‘gwﬁ ~—0,682328. (1)
3(-9++/93) 18

Rownanie wielomianowe trzeciego stopnia pojawia sie gdy rozwazamy réwnania stanu gazu van der
Waalsa podajgcego doktadniej dla gazéw rzeczywistych zaleznosé pomiedzy cisnieniem, objetoscia
molowg i temperaturg niz réwnanie gazy doskonatego (Pv =RT). Jezeli dana jest temperatura (T)

oraz cisnienie (P), to obliczenie objetosci molowej (v) wymaga rozwigzania réwnania:

(P+alv*)(v—-B)=RT.

W praktyce i tak nas interesuje to, co we wzorze (1) znajduje sie na koricu — czyli przyblizenie dziesietne.
Ponadto w wielu sytuacjach wystepujg réwnanie, ktore nie sg nawet algebraiczne (wielomianowe), na
przyktad

x—cosx=0, (3—x)e*-3=0, M =x—esinx, U(%+,uyj—,uuz+a(e“/ﬁ—1)+E:O, itp. (2)

Drugie rownanie z powyzszego zestawu to rownanie Keplera, ktdre opisuje pewne parametry orbity
eliptycznej, gdzie x = E to tak zwana anomalia mimosrodowa, a M to anomalia $rednia. Przy danych
M i e nalezy obliczy¢ E. Ostatnie rownanie pojawia sie przy analizie obwodu elektrycznego z dioda

tunelowa. W réwnaniu tym E jest napieciem z generatora napiecia, R to opér omowy (rezystancja),
a, >0 to pewne parametry obwodu, a v jest szukanym napieciem na diodzie (tzw. punkt pracy).

Widzimy, ze wszystkie te problemy mozemy opisa¢ jednym schematem: dane jest funkcja jednej
zmiennej rzeczywistej f:R>D—>R, y=1f(x), z ktérym kojarzymy réwnanie f(x)=0.

Geometrycznie oznacza to punkt przeciecia wykresu funkgji f(X) z osia Ox.
Metoda bisekgji (potowienia)
Metoda bisekcji opiera sie na twierdzeniu zwanym wtasnoscig Darboux:

jesli funkcja ciggta na przedziale [@, b] przyjmuje na koricach tego przedziatu wartosci o
przeciwnych znakach, to funkcja ta posiada miejsce zerowe w przedziale (@, b).

Formalnie moze to sformutowaé tak: jezeli f eC([a,b]) oraz f(a)f(b)<O0, to istnieje liczba
X* €(a, b) taka, ze f(x*)=0.
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Rys. 1. llustracja wtasnosci Darboux: wartosci funkcji dla a=1 | b=3 s3 réznego znaku (f(a)<0, f(b)>0). Zatem w
przedziale [1, 3] funkcja musi mie¢ miejsce zerowe: f(x*)=0.
Opis algorytmu metody bisekcji:
1) wybierz srodek przedziatu: x=(a+b)/2,
2) jezeli T(x)=0, to X* =X jest szukanym pierwiastkiem i procedure koriczymy,
3) jezeli f(x) =0, towybieramy ten przedziat [a, X] albo [X, b], w ktérym funkcja zmienia znak

na krancach,
4) jezeli nie uzyskalismy zqdanej doktadnosci, to wracamy do punktu 1).

Ponizej jest przedstawiona przyktadowa implementacja metody bisekcji w jezyku C++. Zostat on uzyty
do znajdowania pierwiastka réwnania X =cos X, tak wiec f(X) =X —cosXx. Wykresy funkcji Y = X oraz

Yy =C0S X przecinajg sie gdzie$ na odcinku [0, 7 / 2], wiec uruchamiajgc metode bisekcji startujemy od
przedziatu a=0,0; b=1,6.

Warunek zakonczenia iteracji w petlido {..} while () jest zapisany nastepujgco: 0,5|a—b|>eps
(w kodzie uzyto funkcji fabs (), ktdéra zwraca wartos¢ bezwzgledng z liczby). W metodzie bisekcji
mozna fatwo kontrolowa¢ doktadnos¢, z ktdrg przyblizamy rozwigzanie: jezeli pierwiastek znajduje sie
w przedziale[a, b], to znamy go z doktadnoscig do 0,5|a—b| (wystarczy za przyblizenie wybraé
$rodek przedziatu (a+b)/2).

Uruchomienie przedstawionego programu daje wartos¢ x* =0,739085 jako przyblizong wartosé
rozwigzania réwnania X = COS X na przedziale [0, 1,6].
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bbekdacpp|

#include <iostresm.h>
#include <math.hs>

douhle fi{double ] { return X - co=s(x);}
int maini) |
double a, b, =, ¥, va, vh, eps:

eps = 1E-5:
a = 0.0; b = 1l.6;
va = f£ila): vhb = £ikb):
do {
X = {8 + b)/s2.0;
Cout << " o= " g4 ¥ <4 Thn':
v = fix):
if (v == 0) break;

if (ya*y > 0) { a = Xy yva = y;}
else { b = =x: vb = w:}
} while (0.5%fabsib-al> eps):

X = (ath)sZ2.0;
cout <<€ H o= T o< o® < Mynt:
cout << "E(M << x << "I=" << £i{x)] << "vn':

system| "pause") ;

Metoda Newtona (metoda stycznych)

Daje ona szybkg zbiezno$¢ cho¢ pewng staboscig jej jest to, ze — na ogdt - iteracje sg zbiezne dopiero,
gdy punkt startu bedzie wybrany dostatecznie blisko szukanego rozwigzania. Idea metody jest
nastepujgca. Wybieramy punkt startu X, (mozliwie najblizej poszukiwanego rozwigzania), a nastgpnie
prowadzimy styczng do wykresu w tym punkcie. Styczna ta przecina o$ OX w jakims punkcie, ktory
przyjmujemy za kolejne przyblizenie szukanego pierwiastka. Nastepnie powtarzamy ten krok. Idea ta
jest zilustrowana na rysunku ponize;j.

A

X =

X X, X

Rys. 1. llustracja do metody Newtona. Rysujemy styczng odpowiadajgca punktowi xo i jako kolejne przyblizenie
miejsca zerowego x* przyjmujemy punkt przeciecia tej stycznej z osig OX — na rys. jest to x;.
Uzasadnienie wzoru na X; z powyzszego rysunku jest nastepujgce. Prosta ktéra przechodzi przez punkt
(X, F(X,)) ma réwnanie y=a(x—X,)+ f(x,). Ale ma to by¢ styczna, wiec jej wspotczynnik
kierunkowy a jest réwny pochodnej funkcji y = f(X)w punkcie X=Xy, czyli a=f'(x,) co daje
y=1"(%) - (Xx=%X,)+ f(X,). Przyrownujagc do zera otrzymamy f'(X,)-(X—x,)+ f(X,)=0.
Rozwigzujgc to rownanie wzgledem X otrzymamy podstawowy krok metody stycznych
_f0g)
(%)

X, =X
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co daje nastepujacy cigg przyblizen

dla n=0,1,2,... (3)

Gdy wywotujemy metode Newtona dla réwnania f(x) =0, to musimy podaé punkt startu X,. Ponadto
nalezy dostarczy¢ do procedury takze pochodng f'(x).

Ponizej zaprezentowano kod realizujgcy metode Newtona dla réwnan nieliniowych z jedng
niewiadoma. W szczegdlnosci program zostat uzyty do obliczenia pierwiastka réwnania trzeciego

stopnia X +2x* +5x+1=0. Wida¢, ze do uruchomienia procedury musimy okresli¢ lewa strone, czyli
f (x)=x>+2x* +5x+1 oraz jej pochodng Df (x) = f'(x) =3x+4x+5. Jako punkt startu wybrano
X, =5,0. Po dziesieciu iteracjach otrzymujemy przyblizenie rozwigzania X* =-0,216757. Jednak
analiza wynikéw dziatania programu pokazuje, ze wartos¢ tg uzyskano juz w iteracji numer 7.

newton1 . cpp |

#include <iostream.hs>
finclude <math.h>

double f(doubhle =) { return x* %X+ X x+5%x+172})
double DI (double x) {return 3*%x#*x4+d*x4+5; 1}

int wain() {
double x:
int n;

®x = 5.0;
cout << "Punkt startu: " << x << "\n";
for (n=1; n <= 10; n++) |
=% - L£ix)/DE(x);
oout << "Titeracja: T << n <4 ", K = " <4 x << Min':
¥

system|"pause™) ;

Przyktad 1. Szukamy miejsc zerowych réwnania:

sinx+x*+1=0.
Analiza wykresu funkcji f (x) =sin(x) + x> +1 (Rys. 2) sugeruje, ze szukany pierwiastek znajduje sie w
przedziale [-1, 0]. Dlatego w metodzie bisekcji wybieramya=-1, b=0. Dla metody Newtona
wybieramy jako punkt startu x, =0,0. Jak wida¢ z wykresu wybdr x, =-1,0 jest tez dobry. Iteracje
réwniez s zbiezne nawet dla tak odlegtego punktu startu jak x, =—-30. Jezeli doktadniej przyjrzymy

sie wykresowi funkcji, to mozemy sie przekona¢, ze w przypadku tego réwnania metoda Newtona jest
zbiezna globalnie, tzn. dla kazdego x, € R cigg metody Newtona (X,),_, jest zbiezny do rozwigzania.
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Rys. 2. Wykres funkcji f(x)=sin(x)+x3+1 na przedziale [-2, 2]. Wykres sugeruje, ze miejsce zerowe znajduje sie w
przedziale [-1, O].

Metoda regula falsit

Geometryczna interpretacja jest podobna do metody siecznych. Przyblizamy funkcje ciggty
f :[a,b] > R sieczng przechodzgca przez punkty (a, f(a)) i (b, f (b)). Jezeli funkcja przyjmuje rézne
znaki na koncach przedziatu [a, b], to oczywiscie sieczna ta przetnie o$ pozioma w jakims punkcie
ce(a, b) lezacym na odcinku. Punkt ten przyjmujemy jako przyblizenie miejsca zerowego. Dalsze
postepowanie jest jednak inne niz w metodzie siecznych. Mianowicie, jezeli f(c)#0, to miejsce
zerowe znajduje sie albo w [a, c], albo w [c,b]. Wybieramy ten przedziat, w ktérym funkcja ma rézne

znaki na koncach i wykonujemy nastepny krok iteracji. W ten sposéb na kazdym etapie obliczen
przedziat [a, b] ,obejmuje” szukane miejsce zerowe. Jak wida¢ metoda ta jest bardzo zblizona do

metody bisekcji — jedyna rdznica jest inny wybor punktu w przedziale.
Jezeli prosta ma przechodzié przez punkty (a, f(a)) i (b, f (b)), to jej rbwnanie ma postaé

yzw(x—a)n(a).
b-a

€o po przyrownaniu do zera daje C:

_,_ f)b-a) _af(a)—bf (b)
i) -f@) fb)-f(@)

Opis algorytmu metody regula falsi jest nastepujacy:
1) wybierz srodek przedziatu: ¢ =(af (a) —bf (b))/( f (b)— f (a)),
2) jezeli f(c)=0, to x* =c jest szukanym pierwiastkiem i procedure kofczymy,
3) jezeli f(c)=0, to wybieramy ten przedziat [a, c] albo [c, b], w ktérym funkcja zmienia znak

na krancach,
4) jezeli nie uzyskalismy zgdanej doktadnosci, to wracamy do punktu 1).

1 Okreslenie regula falsi jest pochodzenia tacifiskiego. Mozna jg przettumaczy¢ jako fatszywa linia (lub fatszywa
reguta).
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ZADANIA DO WYKONANIA W RAMACH CWICZEN

1) Napisac jeden program w jezyku C++, ktory bedzie implementowat w formie funkcji trzy
metody rozwigzywania réwnan nieliniowych z jedng niewiadoma: metode bisekcji, metode
Newtona, i metode (regula falsi lub siecznych). Dla kazdego z podanych nizej przyktadéw nalezy
zdefiniowac prawg strone w formie funkcji o prototypie double f (double) i nazwach wg
schematu ,f zadl a” (dla réwnania z Zadania 1 podpunkt a)). W funkcji gtéwnej stworzy¢ sekcje
dla kazdego przyktadu z zadan, ktére sg ponizej, gdzie bedzie komentarz np. /* Zadanie 1, podpunkt
a ... */, odpowiednie inicjalizacja zmiennych, kod wypisujacy informacje o uruchamianej funkcji i
wyniki iteracji oraz wyraznie wynik koficowy.

2) Raport (pdf) — maksymalnie 2 strony zawiera krétkie wprowadzenie do zagadnienia
rozwigzywanie réwnan nieliniowych, opis dwdch wybranych metod, oraz przyktad dwdch wtasnych
rownan, z wykresami obejmujgcymi miejsca zerowe. Réwnania te majg by¢ rozwigzane dwoma
wybranymi metodami. Doda¢ tabelke, ktéra bedzie prezentowata dziesiec iteracji prowadzace do
miejsca zerowego.

iteracja Réwnaniel Réwnanie2
Metoda 1 | Metoda 2 | Metoda 1 | Metoda 2

1

10

Zadanie 1. Stosujac metode bisekcji, znalez¢ numerycznie rozwigzania ponizszych réwnan w zbiorze
liczb rzeczywistych R.

a) x}+2x-1=0.

b) x-3sinx-1=0.

c) XInx+sinx=0.

d e +x°-3x*+1=0.
Zadanie 2. Stosujgc metode Newtona, znaleZé numerycznie rozwigzania ponizszych réwnan w zbiorze
liczb rzeczywistych R.

a) x’+3x*+2=0.
b) e =x*+2.

c) (cl) arctgx= (c2) arctgx= -1

x?+1

X241
d) sin(sin(x)) =0 w przedziale [1, 5].

Zadanie 3. Napisac program, ktéry w oparciu o metode Newtona bedzie wyznaczat przyblizenie n—

tego pierwiastka rzeczywistego Q/E z danej liczby ¢ € R. Nalezy tak zaadaptowac¢ schemat Newtona,

aby nie byto juz konieczne obliczanie odpowiedniej pochodnej. Argumentami wejsciowymi do

procedury majg by¢: C=liczba rzeczywista, ktérej pierwiastek bedzie obliczany, N =stopien
pierwiastka, iterNum = liczba iteracji.

Zadanie 4. W chemii wazny zagadnieniem jest ustalenie sktadu rownowagowego w reakcji chemicznej.
Na przyktad w roztworach wodnych stabych kwaséw, takich jak kwas octowy CH3COOH, interesuje
chemika jakie jest stezenie kationéw wodorowych H*(aq), gdy rozpuscimy dang ilos¢ kwasu w
okreslonej objetosci wody. Inaczej mdéwigc dane jest analityczne stezenie stabego kwasu, co, a szukane
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jest stezenie x=[H"(aq)]. Z teorii rbwnowag chemicznych wynika, ze réwnanie na X dla kwaséw
jednoprotonowych jest nastepujgce:?

X+ K X2 = (K, +¢,K,)x-K,K, =0, (4)

gdzie K, =107, K, totzw. stata kwasowa, ktéra iloéciowo opisuje jego ,site”, a ¢, > 0 jest stezeniem
kwasu. Interesuja nas tylko rozwigzania x € R, (rzeczywiste dodatnie) réwnania (4). W zadaniu chodzi
o to, aby rozwigzaé réwnanie dla kwasu octowego (K, =1,754-10"°), ale nie dla jednego stezenia,
tylko dla zakresu 10°° <¢, <1. Poniewaz jest to zakres liczb obejmujgcy 9 rzedéw wielkosci, wiec
przyjmiemy, ze na kazdg dekade bedzie przyktadowo szes¢ stezen. Zatem w tym przypadku
Cy e{g“-10°: k=0,1,2,...,60} gdzie q =810 ~1,468. To oznacza ogélny schemat z petlg
zewnetrzna:

cO = 1.0E-9; g = 1.468;

while (c0 <= 1) {
szukaj x;
zapisz od pliku (log(c0), -log(x));
cO0 = c0*qg;

Dla kazdego c, z tego zbioru znalei¢ rozwigzanie X(C,), a nastepnie sporzadzi¢ wykres
—logx(c,) = f (logc,). To znaczy na osi poziomej zaznaczamy logc,, a na osi pionowej —log x(c,),

gdzie x(c,) jest rozwigzaniem numerycznym réwnania dla parametru c,.

2 W szkolnej chemii zagadnienie to jest rozwazane w wersji uproszczonej — nie uwzglednia sie w dysocjacji
samej wody, co prowadzi do réwnanie kwadratowego X* + K,x—c,K, =0. Dla stezen ¢, bardzo matych to
przyblizenie jest jednak nieporwane, i nalezy rozwigzywac doktadniejsze réwnanie (4).

7/7



