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Wprowadzenie
Rownania rézniczkowe zwyczajne lub uktady takich rdwnan mozna rozwigza¢ wzorami tylko w
pewnych sytuacjach. Na przyktad rownanie

y' =2y +1,
ma rozwigzanie ogdlne y(x)=Ce** —+, gdzie CeR jest dowolng stafa. Jezeli powyzsze réwnanie
uzupetnimy o warunek poczatkowy, na przyktad y(0)=5, to otrzymamy juz konkretng funkcje
rozwigzujaca zagadnienie Cauchy’ego: y(x) =5 — 1. Podobnie problem

y'=y+x, y(0)=5

ma rozwigzanie y(x)=6e* —x—1 (ktére najtatwiej otrzymaé metoda uzmienniania statej). Natomiast
proste rownanie

y'=xy+1 (1)
z warunkiem poczatkowym Yy(0) =5 ma rozwigzanie, ktérego nie daje sie wyrazi¢ przy pomocy funkgji
elementarnych, chociaz mozna to zrobi¢ przy uzyciu tzw. funkcji btedu erf :

y(x)=e“2(5+ [zerf (x/4/2). (2)

Funkcja btedu jest zdefiniowana jako funkcja gérnej granicy catkowania funkcji elementarnej y = e ,

2
Ir

ale sama juz nie jest funkcjg elementarng (cho¢ mozna ja wyrazié¢ przez szereg Taylora, jak kazda
dostatecznie regularng funkcje). Oczywiscie funkcja btedu wystepujaca w rozwigzaniu (2) jest dobrze
znana i dostepna w kazdym praktycznie obecnie uzywanym sSrodowisku obliczeniowym, zatem
mozemy uznad, ze rozwigzanie rownania (1) wyraza sie ,,wzorem”. Funkcja erf ma nastepujgce dos¢

erf (x) = fe-szds, X & (—o0, o), (3)

oczywiste (z wyjatkiem jednej) wtasnosci

erf : R—>R, erf(0)=0, erf(-—x)=-—erf(x),

. 2 4
~l<erf(x) <1, limerf(x)=x1, erf’(x):ie’X : @
X—>to0 ,\/;

Ta nieoczywista wiasno$¢ to przeciwdziedzina funkcji erf, czyli zbior (=1, 1) (podobnie jak dla funkcji
sin i cos). To, ze wartosci funkcji btedu sg ograniczone do zbioru (-1, 1) wynika z catki
N3

Zeszds = (5)

oraz z tego, ze funkcja podcatkowa w definicji (3) jest dodatnia. Wykres funkcji erf jest pokazany na
Rys. 1. Mozemy podsumowac: funkcja btedu jest nieskoriczenie rézniczkowalng nieparzystg i rosngca
funkcjg o granicach Iirp erf(x) = +1 i wartosciach ze zbioru (-1, 1).
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Rys. 1. Wykres funkcji btedu erf.

Zauwazmy, ze dzieki znajomosci rozwigzania w formie (2) mozemy od razu stwierdzi¢, iz dla Xx>1
zachodzi przyblizenie y(X) = (5+ \/g)exz. Jednak rozwigzania innych réwnar moga sie jeszcze bardziej

komplikowa¢ i nawet wprowadzajgc kolejne funkcje specjalne (np. funkcje Bessela, catki eliptyczne,
catki Fresnela itd.) mozemy zawsze znalez¢ przyktady réownan ktérych rozwigzania nie wyrazajg sie
przez te funkcje. Przyktadowo, réwnanie ktdére opisuje kinetyke syntezy bromowodoru mozna
sprowadzi¢ do postaci

gg:km—wm—w“
d ' b+ky

i nie wida¢ jak mozna by znaleZ¢ rozwigzanie w postaci wzoru (pomijajgc rozwigzanie w postaci
nieskoriczonego szeregu potegowego), gdyz oznacza to w pierwszym etapie obliczenia catki

J' b+k2y y
@@-y)b-y)** '

ktdra nie wyraza sie przez funkcje elementarne. Ale nawet gdy mozna catke wyrazi¢ ,,wzorem” to dalej
pozostaje problem odwiktania funkcji — co na ogét tez nie jest mozliwe analitycznie. Pamietamy, ze dla
reakcji A+B+C —P z réwnaniem kinetycznym o =K[A][B][C] stezenie produktu jest spetnia

réwnanie

diP] _
—qr ~ <[AIBIIC]

co przy zatozeniu, ze [P], =0 sprowadza sie do réwnania

LB, -t (EBL, ~IPIICL, P, (6)

gdzie [A],, [B],, [C], to poczatkowe stezenia substratow. Jezeli przyjmiemy k=1, [A], =[B], =1,

[C], =2, to otrzymamy réwnanie
L a-rrre-rey )

z warunkiem poczatkowym [P], =0. Po scatkowaniu tego réwnania (jest to réwnanie) o rozdzielonych

zmiennych) otrzymali$my rozwigzanie [P](t) w formie uwikfanej
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|n(1_[P]J+ L =t+1-In2 (8)
2-[P]) 1-[P]

Problem z taka reprezentacjg rozwigzania jest teraz widoczny: nie mamy wprost wyrazenia na[P] w
zaleznosci od czasu t. Zatem jego przydatnosc jest dosé ograniczona. Dalej mozemy spotkaé jeszcze
trudniejsze sytuacje, gdy rozwazac bedziemy uktady réwnan (odpowiadajg one reakcjom chemicznym,
w ktéry rownolegle przebiega kilka reakc;ji). Z drugiej strony mozemy konkretne rozwigzania uzyskiwaé
metodami numerycznymi, ktére stosujemy wprost do wyjsciowego réwnania. W ten sposob jestesmy
w stanie w praktyce uzyskaé przebieg stezen w czasie dla dowolnie skomplikowanego ukfadu
reagujgcego. Wystarczy tylko zastosowaé odpowiednig metode numerycznego catkowania uktadéw
rownan rézniczkowych zwyczajnych. Najprostszg jest tzw. metoda jawna Eulera.

Metod jawna Eulera
Niech bedzie dane zagadnienie poczgtkowe

dy _
dt Ly (9)
y(to) =Y.

Zagadnienie to chcemy rozwigza¢ na przedziale [t,, t,.,]. W tym celu dzielimy przedziatna N réwnych

kon

podprzedziatéw o dtugosci At=(t,, —t,)/ N za pomocy punktéw t, =t,+kAt, k=0,1,...,N.

kon
Poszukujemy przyblizenia rozwigzania w punktach t,. Oznacza to, ze szukamy ciaggu VY,,V¥,,---» Yy
takiego, ze mozliwie dobrze przybliza doktadne rozwigzanie y(t,), y(t,), ..., y(ty), gdzie y =y(t) jest
rozwigzaniem zagadnienia (9). Najprostszym sposobem konstrukcji takiego ciggu przyblizen jest
zastgpienie pochodnej y'(t) ilorazem réznicowym w przdd:

y' () = (y(t+At) - y(0)/ At (10)

dla punktéw t, i uwzglednienie faktu t,, =t, + At co daje przyblizenie

MDD 0, y0)) = v = V6D +A 6V (11)

ktore jest podstawa do zdefiniowanie metody tworzenia rozwigzania numerycznego wg schematu
Ve =Y AL T(t,,Yy,), k=0,1...,N. (12)

Powyzszy wzér definiuje jawny schemat Eulera. Mozna pokazaé, ze przy odpowiednio regularnej
funkcji f (t,y) cigg uzyskany tom schematem jest zbiezny do doktadnego rozwigzania, gdy At — 0.
Oznacza to, ze na skoriczonym przedziale jezeli tylko weZzmiemy dostatecznie maty krok At >0, to
uzyskamy rozwigzanie numeryczne zagadnienia (9) z dowolng doktadnoscia.

Schemat jawny Eulera jest na tyle prosty, ze bez trudu mozna go zrealizowa¢ nawet bez umiejetnosci
programowania. Wystarczy tylko postuzyc sie arkuszem kalkulacyjnym oraz odpowiednie zdefiniowaé
formuty.

Przyktad 1. Rozwazmy dwa testowe zagadnienia poczatkowe (a jest dowolnym parametrem):

y'=ay, y(0)=2,

13
y' =2y +sint, y(0)=1. (13)

W obu przypadkach tatwo jest znalezé catki ogdlne réwnan (pierwsze jest oczywiste, a drugie
znajdujemy metodg uzmienniana statej):
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y(t) =Ce®,
1 .
y(t) =Ce* — g(cost — 2sint),
co po wstawieniu warunkow poczatkowych daje rozwigzania

y(t) = 2™,

6 ,, 1 .
t)=—e" —=(cost — 2sint).
y(t) c 5( )

(14)

Ponizej, na Rys. 2, przedstawione jest implementacja jawnej metody Eulera dla pierwszego zagadnienie
zdefiniowanego w (13). Przyjeto parametr a = -2, natomiast krok catkowania At=0,05. Jak wida¢ z

rysunku zgodno$¢ jest catkiem dobra, a jezeli chcemy wiekszg doktadnos¢ to nalezy zmniejszyé krok.
Nalezy jednak podkreslié, ze prezentowany przyktad jest bardzo stabilny (pod wzgledem
numerycznym) i nie s3 wymaga ekstremalnie matych At lub bardziej zaawansowanych metod.

A B C D E F G H I
] -2
2 |ty 0
3 |y(to) 2 2
4 At 0,05 s ¥()
5 |_B8+SB$4*(SB$1”‘B8) '
6 )7/-' 1,6
7t yfnumery(w doull/
] 0,05 1,800‘0’ 1,809H——
10 0,10 1,6200 1,6375 12
11 0,15 1,4580 1,4816
12 0,20 1,3122 1,3406 !
13 0,25 1,1810 1,2131 0s
14 0,30 1,0629 1,0976
15 0,35 0,9566 0,932 06
16 0,40 0,8609 0,8987
17 0,45 0,7748 0,8131 04
18 0,50 0,6974 0,7358
19 0,55 0,6276 0,6657 02
20 0,60 0,5649 0,6024
21 0,65 0,5084 0,5451 “OOO 050 100 150
22 0,70 0,4575 0,4932

Rys. 2. Rozwigzanie doktadne i numeryczne zagadnienia (13) jawng metodq Eulera. Krok czasowy At = 0,05.

L

M

Rozwigzanie numeryczne i dokiadne

Na kolejnym rysunku (Rys. 3) jest pokazana realizacja metody Eulera dla drugiego zagadania z (13).

A B C D E F G H
1 |t 0
2 |y(to) 1
3 |At 0,05

4 B $B$31 If(z*' B7+STN(AT))

t, |y [numer]| y(t )[donJJ’ —

0~ o w

16| 045 2,4709 2,0454 0
0,00
17 0,50 2,7398 3,2782
18 0,55 3,0377 3,6436 ———y (numer)

J

———y (doki)

Rozwigzanie numeryczne i doktadne

L

50
0,00 1l _— 1 _J (65" EXP2*A8)(15)*(COS(A3)-2*SIN(AS))
0,05 1,1000 1,14647—
9 0,10 1,2125 1,3066 250
0] o045 1,3387 1,4819 o
11 0,20 1,4801 1,6736
12 0,25 1,6380 1,8836 150
13 030 1,8142 2,1137 100
14] 035 2,0104 23658 -
15| 0,40 2,2286 2,6422

Rys. 3. Rozwigzanie doktadne i numeryczne drugiego zagadnienia z (13). W tym przypadku widac juz istotng rozbieznos¢.

nalezy zatem zmniejszy¢ krok czasowy At.
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W tym przypadku widaé, ze rozwigzanie doktadne i numeryczne zaczynajg sie dosc istotnie réznic dla
t>1,5 dlatego nalezy zmniejszy¢ krok catkowania (lub wybraé inna metode).

Przyktad 2. Synteza bromowodoru — symulacja numeryczna metodg jawnga Eulera.

Reakcja H, + Br, = 2HBr rzadzona jest przez réwnanie kinetyczne

diHBr] _, _[H,1(Br 1"

' . (15)
dt [Br,]+k,[HBr]
Jezeli przyjmiemy, ze [HBr], =0, to ze stechiometrii tej reakcji wynika, ze
[Hz] =[H2]0 —%[HBI’], [Brz] :[Brz]o —%[HBI’]
co po wstawieniu do (15) daje
dy _ [Hao =3 (Bl — y)*?
dt [Br,], +(k, — 1)y (16)

y(0) =0.

Na Rys. 4 pokazana jest realizacja jawnej metody Eulera dla zagadnienia (16). Jak widac rozwigzanie
zmierza asymptotycznie do wartosci 6, co jest zgodne z oczekiwaniem, gdyz poczagtkowe wartosci
substratéw wynoszg [H,], =3 i [Br,], =4, tak wiec wododr zostanie catkowicie zuzyty i koricowe

stezenie produktu bedzie 2-3 = 6.

A B C D E F G H J K L

1 ki 1,4
2 k2 0,2 Synteza HBr
3 |[Halo 3 !
4 | [Br,], 4

e
5 |At 0,1 [HB1]
6
7 5
8 t y=[HBr]
9 0 0 4 J

| |=B9+3B$5*$B$1*($B$3-0,5%B9)*($B$4-0,5*B9)M(3/2)/(5BS4+(5B$2-0,5)*B9)

10 0,1 084H——"—
11 0,2| 1,492789 3
12 0,3| 2,014056
13 0,4| 2,439501 2
14 0,5| 2,793036
15 0,6| 3,091265 1
16 0,7| 3,346067
17 0,8| 3,566159 . !
18 0,9| 3,758082 o 2 4 6 s 10 12
19 1| 3,926832

Rys. 4. Ewolucja stezenia w reakcji syntezy bromowodoru z pierwiastkow uzyskana jawnq metodq Eulera.

Przyktad 3. W punkcie (7) przytoczono przyktad zagadnienia poczgtkowego dla reakcji A+ B+C —> P
z réwnaniem kinetycznym o =k[AJ’[B], ktére po scatkowaniu daje rozwigzanie w formie uwiktanej
(8) (dla warunku poczatkowego [A], =[B], =1, [C], =2 i [P], =0). Zatem trudno powiedzie¢, ze w
petni problem zostat rozwigzany. natomiast nie ma zadnej trudnosci w uzyskaniu rozwigzania
numerycznego wprost z réwnania (7) co jest pokazane na .
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A B C D E F G H [ ) K L
1 |k 3
2 [Al=[Blo 1 A+B+C — P, v=k[A][B][C]
3 [Cly 2 1
4 |At 0,05 09
5 0 [F]
6
7t y(t) 0.7
8 0 0 | ~B8+SBSA*$BS1*($BS2-B8)"2*($BS3-B8)
9 0,05 [ a—
10 01| 042495 05
11 0,15| 0,503076 0,4
12 0,2| 0558522
13 0,25| 0,600664 03
14 0,3| 0,634137 02
15 0,35| 0,661561 o
16 0,4| 0,684557 ;
17 0,45| 0,704191 0
18 0,5 0,721199 o ! 2 3 4 s s

Rys. 5. Ewolucja stezenia produktu w reakcji opisanej rownaniem (7). Rozwigzanie dane jest w formie uwiktanej (8), ale tutaj
jest uzyskiwane bezposrednio poprzez numeryczne catkowanie wyjsciowego zagadnienia.

Reakcje oscylacyjne

Zjawisko autokatalizy wnosi do przebiegu reakcji chemicznych dodatnie sprzezenie zwrotne co moze
prowadzi¢ do ciekawych rozwigzan. Prosty model trzech reakcji nastepczych zaproponowany w 1910
przez Alfreda Lotke opisuje hipotetyczny mechanizm dla reakcji sumarycznej reakgji

A — P (produkty)

W modelu tym wystepujg dwie formy posrednie (produkty przejsciowe) X oraz Y, a reakcje
elementarne sg nastepujgce

ky
A > X
X+Y 5 2y (17)

ks
Y > P
Poniewaz reakcje w (17) sg reakcjami elementarnymi, zatem ich szybkosci wynosza k;[A], k,[X][Y],
k;[Y]. Mozemy teraz tatwo zapisac¢ réwnania kinetyczne dla X oraz Y wykorzystujac bilans kazdego
sktadnika:

d[X]

e kK[A] -k, [XI[Y],

d[Y] (18)

- K, [XI[YT=K,[Y].
Tym razem mamy juz do czynienie nie z pojedynczym roéwnaniem rézniczkowym zwyczajnym, ale z
uktadem takich réwnan (ang. ODEs — ordinary differential equations). lezeli substrat A jest w
nadmiarze lub jest uzupetniany (np. w reaktorze przeptywowym), to mozemy przyjaé, ze stezenie jego
jest state: [A]=[A], = const. Rozwigzemy numerycznie uktad réwnan metodg jawna Eulera dla uktadu.

W tym przypadku tworzone sg réwnoczesnie dwa ciggi przyblizen

Xor X0y Xos Xg, -
Yor Yir Yar Yoo -
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dla dwoch funkcji niewiadomych [X](t), [Y](t) spetniajacych uktad réwnan rézniczkowych (18). Na

Rys. 6 jest przedstawione przyktadowe rozwigzanie dla danych z tabeli ponizej:

[XIo [ [Y] | [Al, [k | ke | ks
15 6 12 [1]01]1

Metoda jawna Eulera dla uktadu (18) ma nastepujgca postac:
X1 = X, + AL (kl[A]O - k2Xk Yk)i

Yier = Vi AL (KX Y, — K3 Yy, (19)
k=01 2,...

gdzie X, =[X],, ¥, =[Y],.

A B C D E F G H | J K L
Xl 15
[Y]D 6
[Al 1,2
ky 1 16
k, 0,1
ks 1
At 0,05

Przyktadowe rozwigzanie uktadu Lotki

18

14

12

0 N o kW N

10

w
-

Xt [y .
0 15 6
005]  n515| ,5745] 6
0,1] 1,531%82] 55501268
0,15] 1,549356| 5,2k833
0,2] 1,568544| 5045926
0,25] 1,588971\a, 833002
0,3 1,610574] Ag29790] o

0,35] 1,633291 4’3@555 0 10 20 30 10 50 50 70 80
0,4| 1,657068 4,24&999 — X)) —Y]()

0,45] 1,681855| 4,072%12
05| 1,707607| 3,903335
0,55 1,73428 3,741485\ =C10+$BS7*(SBS5*B10*C10-5BS6*C10)
0,6 1,761836] 3,586855

0,65| 1,790239| 3,43911 =B10+$BS7*{SBSA-*SBSS-SBSS*BIO*C].O]
0,7| 1,819455| 3,297938
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Rys. 6. Rozwigzanie numeryczne metoda jawngq Eulera uktadu réwnarn Lotki (18) opisujgcego mechanizm reakcji chemicznej
(17). W uktadzie nie obliczamy produkt — chociaz tatwo dodac jeszcze trzecie rownanie, w ktérym bedzie ewolucja [P].
Nalezy zwrdci¢ uwage na oscylacyjny charakter stezenia form przejsciowych.

ZADANIA
Zadanie 1. Zrealizowac¢ w arkuszu kalkulacyjnym wszystkie oméwione w materiale przyktady (tgcznie z
uktadem Lotki) wg wzorca widocznego na rysunkach. Kazdy przyktad powinien byé w oddzielnym
arkuszu.

Zadanie 2. Znalez¢ w literaturze/Internecie informacje o mechanizmie Lotki—Volterry. Zapozna¢ sie z
interpretacjg chemiczng i biologiczng (zmiana w czasie populacji). Wybra¢ przyktadowe dane i
zrealizowad rozwigzanie metoda jawng Eulera dla tych danych. Wyniki przedstawi¢ na wykresie.



