Metody matematyczne w technologii materiatow
Krzysztof Szyszkiewicz

Uwaga: te fragmenty, ktére sg na z6ttym tle nie sg obowigzkowe.

Wstep

Kinetyka formalna jest dziatem kinetyki chemicznej zajmujgcym sie opisem przebiegu reakcji
chemicznych za pomocg réwnan rézniczkowych. W przypadku reakcji homogenicznych (w objetosci),
gdy uktad jest jednorodny przestrzennie i stezenia nie zalezg od potozenia, do opisu uzywane sg
rownania rézniczkowe zwyczajne. Jezeli musimy bra¢ pod uwage zmiane stezen w przestrzeni, to
pojawiajg sie dodatkowo efekty transportu sktadnikéw. Wtedy opis wymaga rownan rézniczkowych
czgstkowych. Inne dziaty kinetyki chemicznej zajmujg sie np. ustalaniem mechanizméw reakcji
chemicznych, wptywem katalizatorow na przebieg reakcji czy wykorzystaniem metod
doswiadczalnych badania przebiegu reakg;ji.

Szybkos¢ reakcji chemicznej zalezy przede wszystkim od sktadu i temperatury. Jezeli temperatura
otoczenia jest stata, to mozemy przyjac, ze szybkos$¢ ta jest okreslone tylko przez aktualny sktad.
Stezenie molowe sktadnika X bedziemy oznaczali symbolem [X]. Najczesciej uzywang praktyczng

jednostka stezenia molowego jest mol/dm®. Dalej przyjmiemy, ze reakcje sa homogeniczne
przestrzennie, a zatem stezenie bedzie zalezato tylko od czasu (nie bedzie zalezato od potozenia w
reaktorze chemicznym), a zatem [X] bedzie tylko funkcjg czasu, [X]=[X](t), chociaz w wiekszosci
przypadku nie bedziemy uzywali symbolu [X](t), tylko samego [X] pamietajac jednak, ze chodzi o

funkcje zalezng od czasu.
Rozwazmy przyktadowg reakcje
2A+B—>C+3D (1)

Jak widzimy skfadniki A oraz B sg zuzywane (substraty), a powstajag C oraz D (produkty). llosci
sktadnikéw beda sie zmieniaty w czasie, ale na skutek prawa zachowania materii zmiany ilosci
reagentow A, B, C i D musza by¢ ze sobg powigzane. Réwnanie chemiczne postaci (1) jest tylko
zapisem bilansu ilosci sktadnikow. Na przyktad stwierdza, ze jezeli w reakcji zuzyje sie 0,3 mola
reagenta B, to w tym samym czasie musi uby¢ doktadnie 0,6 mola reagenta A.

Szybkos¢ zmiany ilosci sktadnika X jest zdefiniowana jako pochodna wzgledem czasu: % Jezeli

odniesiemy to do naszej przyktadowej reakcji (1), to widzimy, ze zuzycie jednego mola sktadnika B

wymaga dwdéch moli sktadnika A, co oznacza, ze zachodzi zaleznoé¢

d[A] _, d[B]
dt dt

Podobne zaleznosci otrzymujemy dla produktow: jeden mol powstatego C oznacza, ze rownolegle

powstaty trzy mole D, tak wiec szybkoé¢ powstawania D jest trzykrotnie wieksza niz dla C, czyli

d[D] _ ,dIC]
dt dt

Jaka jest zaleznos$¢ pomiedzy produktami a substratami? W tym przypadku nalezy tez uwzglednié

znak: jezeli reakcja (1) zachodzi w kierunku zgodnie z zapisem, to ubywa substratow oraz przybywa

produktéw. Oznacza to, ze np. pochodne %, % sg przeciwnego znaku. Tak wiec mamy
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d[B] _ _dI€]
dt  dt

Podsumowujgc mozemy napisaé, ze ze stechiometrii reakcji (1) wynika, iz

d[C] 1d[D] 1d[A] _d[B]
d¢ 3 d 2 dt  dt

Powyzsze rownosci pokazujg jak pojedynczej reakcji mozna przypisac jedng szybkos$¢ reakcji v. Jest
to mianowicie pochodna stezenia reagenta podzielona przez jego wspoétczynnik stechiometryczny v,

(z uwzglednieniem znaku). Zatem dla reakgcji
v X, +v,X,+... =0 (2)

gdzie wspdtczynniki stechiometryczne mogg by¢ dodatnie lub ujemne szybko$é reakcji jest
zdefiniowana jako

o LAIXd 3)
v, dt

dla dowolnego i1=1,2,... Wazne jest, ze v nie zalezy od wybranego sktadnika X;.

Jezeli stezenia reagentéw wyrazamy w molach na litr, to jednostka szybkosci reakcji bedzie mol na litr
na sekunde tj. mol/(dm?®-s), czyli mol-dm=.s™.

Szybkosc¢ reakcji zalezy od stezenia reagentdw, stezenia katalizatorow, warunkéw reakcji takich, jak
temperatura, ci$nienie itd. Formalnie oznacza to, ze np. dla reakcji (1) mamy

v=f([AL[BLICLID]T, p....) (@)

Zaleznosc (4) na szybkos¢ reakcji v nazywany réwnaniem kinetycznym reakcji. Rdwnanie to wyznacza
sie doswiadczalnie lub w oparciu o szczegétowg znajomos$¢é mechanizmu reakcji (sekwencje reakcji
elementarnych). W ogdlnosci nie mozna go wyznaczy¢ z réwnania stechiometrycznego reakcji, ktore
jest tylko zapisem bilansu masy. Na przyktad synteza bromowodoru z pierwiastkéw jest reakcjg
ztozong o sumarycznym réwnaniu

H,+Br, - 2HBr (5)

a réwnanie kinetyczne ma postaé

L GANCA 6

~ [Br,]+k'HBr]
a nie

v =k[H,]1[Br,]. (7)

1 Réwnanie kinetyczne tworzenia HBr z pierwiastkéw mozna wyprowadzi¢ w oparciu o mechanizm tej reakcji
zaproponowany w 1919 r. (w zapisie etapow elementarnych X oznacza Br, lub H,, a kropka (°*) oznacza wolny rodnik):

Br,+X — Br'+Br'+X v =k [Br,]1[X]

Br'+H, —» HBr+H" v,=k,[Br*][H,]
H*+Br, - HBr+Br’ 0, =k,[H"][Br,]
H*+HBr - H,+Br’ v, =k, [H*][HBr]

Br'+Br'+X — Br,+X v, =k [Br'T[X]
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W réwnaniu tym wystepujg dwie state kinetyczne, k i k'. State tego typu wyznacza sie zazwyczaj
doswiadczalnie. Na podstawie (6) stwierdzamy, ze stezenie bromowodoru jako funkcja czasu bedzie
spetniato nastepujgce réwnanie rézniczkowe zwyczajne

d[HBr] _ k[H,]J[Br,T* ®)
dt [Br,] + k'[HBr]’

(Aby mozna byto rozwigza¢ jednoznacznie to réwnanie musimy jeszcze wprowadzi¢ warunki
poczatkowe, czyli stezenia [H,],,[Br,], oraz wyrazi¢ [H,] i [Br] poprzez [HBr]. Bedzie to

omowione dalej).

Réownanie kinetyczne bardzo czesto ma postac
v=Kk[A]“[B]’ ... (9)

gdzie stata k jest nazywana homogeniczng statq szybkosci (Ib krocej — stalg szybkosci), wyktadniki
a, f,... okreslajg rzad reakcji wzgledem A, B,..., suma wykfadnikébw n=a+ f+... to tzw.

catkowity rzqd reakcji. Rzadko sie zdarza, ze wyktadniki wystepujagce w rdéwnaniu (9) sa
wspotczynnikami stechiometrycznymi. Oznacza to, ze dla niektorych reakcji typu

aA+bB+...—>P (10)
rownanie kinetyczne wyraza sie wzorem

v=Kk[AP[B]"... (11)

Na przyktad dla reakcji A+ B — P, ktérej réwnanie kinetyczne okreslone jest przez stechiometrie

mozemy napisaé —1A = =k[A][B], czyli

LllaY
- KAIB]

a dla reakcji A+ A — P rownanie to bedzie miato postac

—d fal = —k[A].
dt
Przykilady
1. Reakcje pierwszego rzedu
Rozwazmy reakcje rozktadu
A—->P (12)

zaktadajac, ze zachodzi ona zgodnie z kinetyka pierwszego rzedu, zatem stezenie substancji A
spetnia rownanie

d[Al_
o =KIAL (13)

Jezeli wprowadzimy oznaczenie y(t) =[A](t), to widzimy, ze mamy znane proste réwnanie

y'=-ky,
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—kt

ktérego rozwigzaniem jest y(t) = y(0)e ™, czyli

[A]l=[A],e ™. (14)

Ze wzoru tego widzimy, ze dla reakcji pierwszego rzedu stezenie [A] zanika wyktadniczo. Wida¢ z
niego takze, ze na podstawie wykresu In[A] o czasu t mozna stwierdzi¢ czy dana reakcja jest

pierwszego rzedu, gdyz

In[A] = —kt + In[A],, (15)

wiec zaleznos¢ ta powinna by¢ liniowa.
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Rys. 1. Wykres rozwigzanie rownania (13) opisujgcego reakcje pierwszego rzedu (12) w uktadzie zwyczajnym i w uktadzie
ze skalg logarytmiczng na osi OY. Przyktadowe wartosci: [A]lo = 2,5 oraz k = 0,78.

2. Reakcje drugiego rzedu
Mamy tu dwa najbardziej typowe przypadki?

A+A—>P (16)
lub

A+B->P (17)
Reakcja A+ A—> P
W przypadku reakcji (16) zalezno$¢ stezenia od czasu bedzie opisana réwnaniem

dlAl _ Ay
o= KIAT (18)

Oznaczajac dla wygody y =[A] mamy rownanie postaci

dy _ ky2

dt

ktore catkujemy nastepujgco

2 Ppodane przypadki dajg reakcje drugiego rzedu, gdy kinetyka jest okreslona przez stechiometrie. Wtedy mamy dla reakcji
(16) oraz (17) szybko$¢ v = k[AJ? lub v =k[A][B]. Nie s3 to oczywiscie jedyne reakcje drugiego rzedu. Na przyktad dla
reakcji A+2B — P moze sig zdarzy¢, ze szybkos¢ jest rowna v = k[ A][B] zamiast v = k[A][B*.
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y Yo 0
—i+i——kt, ! —kt+i,
y(®) Yo y(®) Yo
co daje rozwigzanie
Yo ; [Al,
t) = , czyli [A]l=————, 19
YO =y N A= (19)

gdzie y, =[A], to poczatkowe stezenie reagenta A. Zgodnie z powyzszymi wzorami w przypadku
reakcji drugiego rzedu typu (16) zalezno$¢ 1/[A] od czasu t jest linig prosta, ktérej nachylenie
okreslone jest przez statg szybkosci K :

= 4Kkt (20)
[Al  [Al

Reakcja A+B —> P

Rozwazmy teraz reakcje drugiego rzedu postaci (17) przy zatozeniu, ze stezenia zmieniajg sie w czasie
zgodnie z kinetykg wyznaczong przez zapis réwnania, czyli

Al _ dre1_
el k[A][B], o k[A][B]. (21)

Powyzisze rownania sg przyktadem uktadu réwnan roézniczkowych zwyczajnych, ale tatwo jest
sprowadzi¢ ten uktad do pojedynczego réwnania, gdyz wielkosci [A] oraz [B] s3 ze sobg powigzane

bilansem materiatowym. Wygodnie jest wprowadzi¢ zmienng y(t) okreslong nastepujgco

y(t) =[Al, —[Al (22)
czyli [A]=[A], - y(t). Zmienna y(t) oznacza zuzycie sktadnika A w funkcji czasu. W szczegdlnosci
y(0) =[A], —[A], =0. Ze stechiometrii réwnania (17) widzimy, ze ubytkowi jednego mola A
towarzyszy ubytek jednego mola B, zatem mamy takze

[B]=[B], - y(®). (23)

Wykorzystujac zaleznosci (21), (22), (23) otrzymujemy

% —K([A], ~ Y)(Bl, - ¥). (24)

Rownanie to mozna bez trudu rozwigzac analitycznie. Nalezy jednak rozrézni¢ dwa przypadki w
zaleznosci od warunkéw poczatkowych: (i) [A], #[B],. (i) [A]l, =[Bl,.

Przypadek [A], #[B],. Mamy wtedy
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dy = kd
([Al, - Y)([Bl, - Y)

y

dy B
J ([Al, - Y)([BL, -Y) k! &

Yo

1 VE 11 jdy:kt,
[B]o_[A]oy0 [A]o_y [B]o_y

co przy uwzglednieniu, ze y, =0 daje

—In([A], - y) + In([B], — y) = (= In[A], + In[B], ) = ([B], —[Al,)kt,

czyli przy uzyciu stezen wg (22) i (23) mamy

[Al [B]
I In =4 = —([B], —[Al, )kt.
n[A]o n[B]o (IBl, —[Al)

Wida¢, ze reakcja A+ B — P jest drugiego rzedu, gdy wykres zaleznosci

In([A]/[A],) —In([B]/[B],).

od czasu jest liniowy. Zatem sporzgdzajgc wykres zaleznosci (26) przedstawionej w postaci

1 [AIBI,
[A]o _[B]o [B][A]o

[Al[B]

gdzie na osi pionowej odktadamy mlnm,

szybkosci z nachylenia otrzymanej linii prostej (k =tg ).

Oczywiscie z réwnania (25) mozemy jawnie wyliczyé postac rozwigzania Y(t):

1 — e((Blo-[Al)kt

y(t) =[Al,[B], [Al, —[B], o (Bl—TAK *

Uwzgledniajac teraz, ze [A]=[A], — y(t) otrzymamy

[Al, ~[BI,
[A], —[B]Oe([B]O—[A]O)kt .

[AI=[Al,

(25)

(26)

a na osi poziomej czas t, otrzymamy statg

(27)

Rozwigzanie to daje mozliwos$¢ tatwego przeanalizowania przypadku granicznego: co sie dzieje ze

stezeniem [A], gdy t > 0? Rozwazmy dwa przypadki.
1) [Al, < [BI,

Mamy zatem [B], —[A], >0 czyli !ime([B]o*[A]o)kt

=00, zatem
[A] >0 dla t oo,

2) [A], >[B],

(28)
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Teraz [B], —[A], <0, wigc !ime([B]"’[A]O)kt =0. Stad

[A] —>[A], [A]E ][B]° =[A], -[B], dla t —>co. (29)
0
Przypadek [A], =[B],
Teraz réwnanie (24) ma postaé
dy
=k([A 30
ot ([Al, - y)*. (30)
Mamy wiec
y t
[ vy [,
(AL -y)* 3
y(t)
! =kt,
[Al
skad
[Al
Al=[A], - y({t)=———. 31
[Al=[A], - y(t) 1+ [AL K (31)
Z postaci tego rozwigzania wida¢, ze !im[A] =0.
Rozwazmy teraz reakcje
A+2B—>P (32)

dla ktérej ustalona eksperymentalnie szybkoéé¢ v =K[A][B]. Jest to zatem reakcja drugiego rzedu
(gdyby szybko$¢ reakcji odpowiadata stechiometrii, tj. v =k[A][B]?, to mielibysmy oczywiscie

reakcje trzeciego rzedu). Tak wiec mamy

_dIAT_ K[A][B], _LdBl_ K[AI[BI,

dt 2 dt
czyli
A e, S 2uaer (33

Wprowadzajac wygodng funkcje Y(t) okreslong przez [A]=[A], — y(t), mamy ze stechiometrii
réwnania (32) takze [B] =[B], —2y(t). Réwnania (33) sprowadzajg sie teraz do jednego réwnania
rézniczkowego zwyczajnego

3{ K(CAL, - y)([B], - 2Y). (34)

Rownanie to jest bardzo podobne do (24). Wtasciwie mozina sie postuzy¢ rozwigzaniem (26),
wystarczy tylko przepisac (34) nastepujgco



Metody matematyczne w technologii materiatow
Krzysztof Szyszkiewicz

% — 2K([A], - y)([B, / 2- ). (35)

Zatem w rozwigzaniu (26) podstawiamy: k < 2k, [B], <~ [B], / 2, skad

Al 2Bl gy
I%MOI%MO (IB], — 2[Al, )kt. (36)

3. Reakcja trzeciego rzedu
Typowymi przypadkami mogg tu byé reakcje opisane rownaniami

(i) A+B+C — produkty

37
(i) A+ 2B — produkty 57)

Réwnania kinetyczne moga byé rézne. Rozwazymy nastepujgce warianty:

(i) v=k[A][B][C],
(i) v=k[A][B] lub v=K[A][B]%.

Przypadek (i) A+B+C—P oraz rowne poczatkowe stezenia [A]o=[B]o=[Clo.

Réwnanie rézniczkowe dla sktadnika A ma postac:

d[A
AA _ _qaisic (38)
dt
Wygodnie jest wprowadzi¢ pomocniczg zmienng Y(t) =[A], —[A], (y(t) mdwi, ile przereagowato
sktadnika A do chwili t [moli/objetos¢]). Po uwzglednieniu bilansu dla rownania A+B+C — P
mamy tez [B]=[B],—-Yy, [C]=[C],—Yy oraz réwnosci Yy'=([A],-[A])'=—[A] otrzymujemy
problem poczatkowy
dy
—=k(a-y)(b-y)(c-y),
ot (a-y)b-y)c-y) (39)
y(0)=0,

gdzie a=[A],,b=[B],, c=[C], sa stezeniami poczatkowymi substratow. Posta¢ rozwigzania
rownania (39) zalezy od relacji pomiedzy poczatkowymi stezeniami a, b, c. Najprostsza jest sytuacja,
gdy poczatkowe stezenia sa rowne: a =0 =c, wtedy problem (39) przyjmie postac:

dy e
gt K@= (40)
y(0)=0.

Catkujemy to réwnanie standardowg metoda:

S S P W S
; 2(a-y)’|, 2(a-y()* 2a’
1 1

kt !

, 1

kit (@—y() =———, a-y(t)=————

2ayoy Tz @Y s L a-y) s L
a a’

dy
o @=Y)’

— <
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W ostatniej rownosci przy pierwiastkowaniu uwzglednilismy znak dodatni, gdyz wiemy, ze y(t) <a,

czyli a—y(t) > 0. Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie

y(t)=a(1—;j,
\J2a’kt +1 (41)

[A] =a—y(t>=ﬁ.

Z powyzszego wzoru widzimy, ze

lim[A], = lim ~ lim—Ak 0. (42)

a
e y2atkt+1 7 J2[Alkt +1
Wynik taki jest oczekiwany, gdyz w przypadku reakcji A+ B+ C — produkty oraz réwnych
poczatkowych stezen [A], =[B], =[C], (poczatkowe ilosci sktadnikébw s zbilansowane)
spodziewamy sie, ze skfadniki beda sie wyczerpywaé rownomiernie. Otrzymalismy takze wynik
ilosciowy: dla duzych czaséw
A, _ 1

J2IARK Nkt

. . . .. . . . . ~1/2
tzn. w koncowej fazie reakcji, asymptotyczne zmierzanie stezenia do zera ma charakter t™°,

[Al =

(43)

niezaleznie od poczgtkowego stezenia sktadnikéw a =[A],.

Przypadek (i) A+B+C—P oraz poczatkowe stezenia [A]o = [B]o # [Clo.

Mamy w tym przypadku a =b # ¢, zatem réwnanie (39) przyjmie teraz postaé

Y _k@-yye-y),

dt (44)
y(0)=0.
Catkujemy réwnanie jak powyzej (cho¢ tym razem uzyjemy catki nieoznaczonej)
[ A— 7Y
(a-y)(c-y)

co wymaga rozktadu funkcji wymiernej na utamki proste:

1 1 [ -1 c-a 1 }
= + + .
(a-y)’(b-y) (c-a)*la-y (a-y)* b-y

Mozemy teraz catkowac

1 -1 c—a 1
I(c—a)zLn—f(a—y)z+c—y}]'yzjkdt’

{In(a— y) +:1—_a_ In(c - y)} =kt + const,
-y

1
(c-a)’
c-a

In[ﬂ}r— = (c—a)*kt + const.
c-y) a-y
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Stata (const) po prawej stronie moze by¢ uzyskana z warunku poczgtkowego: y=0 dla t=0:

constzln(a_y(o)}r c-a =In(Ej+C_a=In[A]°+[C]O ~1. (45)
c-y(0)) a-y(0) c a [Cl, [Al

Zauwazmy, ze uzyskaliSmy rozwigzanie y = y(t) w tzw. formie uwiktanej. Dla dowolnej chwili t >0

wartos$¢ rozwigzania (y(t)) spetnia nastepujgce rownanie nieliniowe

In(a_y(t)}r c-a _ (c—a)’kt + const, (46)
c-y) ) a-y()

gdzie const jest dana wzorem (45). Niestety z tego rdwnania nie mozna ,o0dzyskaé” y przy pomocy
zwyktych wzordw. Oczywiscie rozwigzanie istnieje, ale nie wyraza sie tak prosto.

[Materiat na z6ttym tle nie obowigzuje]

Dla ustalenia uwagi przyjmiemy przyktadowe wartosci stezen poczgtkowych i statej kinetycznej

[A]O = [B]O :1’ [C]O = 21 k = 0’5’ (47)
wtedy (46) przyjmie postac
|n[1‘y(t)j+ 1 05t +1-In2 (48)
2-y(t)) 1-y(t)
lub z wartoscig przyblizong 1-In2=0,6989...~0,7
|n(1_y(t)j+ L o540 (49)
2-y(t)) 1-y(t)

Mimo, ze réwnanie (49) nie daje jawnej postaci rozwigzania (méwimy, ze w tym przypadku
rozwigzanie jest dane w postaci uwiktanej), to dla kazdej wartosci t mozemy bez trudu rozwigzac
réwnanie nieliniowe i uzyska¢ odpowiednie y(t). Na przyktad dla t=10 réwnanie ma postac

In[l_y’k}r £ =57. (50)
2-y. ) 1-y.

gdzie szukamy Y, = Y(10). Numeryczne rozwigzanie wynosi y(10) =0,8481.
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Rys. 2. Wykresy pokazujgce rozwigzanie rownania (44) dla przyktadowych stezen poczatkowych [A]o=[B]o=1,
[Clo=2, oraz statej szybkosci k=0,5. Funkcja y=y(t) dana jest réwnaniem uwiktanym (49). Jak wida¢ reakcja
konczy sie w chwili =200, kiedy stezenie substratu A praktycznie spada do zera.

Przypadek (i) A+B+C—P oraz wszystkie poczatkowe stezenia [A]o, [Blo, [C]o rozne.

Poniewaz wszystkie wartosci a, b, ¢ sg rozne wiec rownanie (39) sprowadza sie do policzenie catki

L = [Kdt 51
Im—wm—ww—w J, G

w ktérej mianownik zawiera rdzne pierwiastki, zatem rozktad na utamki proste ma postac

1 A B C

= + + , (52)
(@-y)b-y)c-y) a-y b-y c-y

skad A= g B=wmea C = wope- Po obliczeniu catek w (51) otrzymamy
—Aln(a-y)—BIn(b—y)—-CIn(c—y) =kt +const
In((a-y)*(b-y)®(c-y)® )=kt +const, (53)
(@-y)*(b-y)®(c~y)° = (const)e™
czyli
@-y)"? b=y (- y)*? = (const)e P, (54)
gdzie const =a® bl wiec

(a _ y)(b—c) (b _ y)(c—a) (C _ y)(a—b) — a(b—c)b(c—a)c(a—b) e—k(a—b)(a—c)(b—c)t

(55)
(1_ y / a)(b—c) (1_ y / b)(c—a) (1_ y / C)(a—b) — e—k(a—b)(a—c)(b—c)t.
Oznacza to, ze dla danego t > 0 rozwigzanie y(t) dane jest rownaniem uwiktanym
@-y(®)1a)* (L= y(t) /D) (L y(t)/ c) ) =g P, (56)

Jak pamietamy [A]l=a-y(t), [B]=b—-y(t), oraz [C] =c— y(t), wiec wzér (56) mozna zapisac tak
[A](b—c)[B](c—a)[C](a—b) — e—k(a—b)(a—c)(b—c)t. (57)

Wezmy dla przyktadu [A], =1, [B], =2, [C], =3:
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Ly @-yO 122y 13 =e™,
A-y®O/2° e
A-yO)-y©/3)

Akurat w tym konkretnym przypadku jest to rownanie kwadratowe na y(t), ktére tatwo rozwigzac

(58)

1 2kt 1 2 4 2kt 2kt 2kt 4 4kt
—e™ —= |(y@) +|1-—e t)+e” -1=0, A=—-e""+—¢",
(3 4J(Y( ) ( - )Y() 5

skad

4 2kt 2kt 4 4kt
—(1—36 j— —e +§e _(4_3e—2kt)_ ’4_3e72k1

o Leza 1 - 53 g2
3 4 2

y(t)=

(59)

Rozwigzanie powyzsze dla dwdch statych szybkosci k =0,45 i k =0,25 jest pokazana na Rys. 3.
Zauwazmy, ze

(4-3e™)-V4-3e™ (4-0)-\4-0_4-2_
2-(3/2)e ™ 2-0 2

!im y(t) = !im 1

co oznacza, ze [A], =[A], - y(t) =1-y(t) >0 dla t > . Jest to wynik oczekiwany, gdyz w tym

przyktadzie sktadnika A jest najmniej, i to on bedzie sie wyczerpywat do zera. Dla pozostatych mamy

[B], =[B], —y(t) =2-y(t) =1, [C], =[C], - y() =3-y() = 2.

k=045
o 10 | (AL, = [Al- 30
D:? / / =023 D:? \\
os -/ o L\
os -/ AN
0,4 // 0.4 \\
0s Il// oa |\ \ =025
3 BN

Rys. 3. Przyktadowe rozwigzania réwnania (39) dla sytuacji, gdy wszystkie stezenia poczatkowe sg rézne. W tym
przypadku [A]o=1, [B]o=2, [C]o=3. Pokazano takze wptyw wartosci stafej szybkosci k na przebieg rozwiazan:
k=0,45 (czerwony), k=0,25 (zielony). Jak wida¢, gdy K jest wieksza, to spadek stezenia ([A]:) jest szybszy.

W ogdlnosci jednak rownanie (56) nie moze by¢ rozwigzane prostymi wzorami (takimi jak (59)), choé
mozna je baz problemu rozwigzywac numerycznie. Na przyktad dla warunkéw poczatkowych

[A], =25, [B],=13,[C],=3,0 (60)
mamy b—c=-1,7, c—a=-0,5,a—b=0,2 réwnanie (56) przyjmie postac
(- y()/ 2,5 (- y(1)11,3) (- y() /3% =& ™™,
(@-y(t)/3)™ _ o017k (61)

a—yawzﬁfhh—yawL3_e



Metody matematyczne w technologii materiatow
Krzysztof Szyszkiewicz

Przypadek (ii) A+2B—P

Jezeli réwnanie kinetyczne ma posta¢ v=Kk[A][B] lub v=Kk[A][B]* to uzyskiwane réwnania

rézniczkowe nie rdznig sie w zasadzie od tego co byto rozpatrywane dla v =k[A][B][C]. Mamy

bowiem
dg’:\] —K[A][B] Ilub d[A] —Kk[A][BY,
skad dla y =[A], —-[A]:
dy d[A]
o = Kk([A], - y)([B], —2Y),

gdzie uwzgledniono stechiometrig reakcji A+2B — P, dlatego [B]=[B], -2y, gdyz na kazdy mol
zuzytego A ubywajg dwa mole B.
—=k(a-y)(b-2y),
ot (a-y)b-2y) (62)
y(0)=0.

Podobne réwnanie byto rozwigzywany w (24). Mozna sie postuzy¢ tamtym rozwigzaniem: wystarczy
tylko podstawié¢ k — k /2, b — b/ 2. Tutaj jednak przeliczymy ten przyktad bezposrednio (zaktadajac,

ze stezenia poczatkowe sg rozne a = b):

1 y(t) j_ 1 y(t) 1 |: 1 1

” - }dy:kt,
y(O)(a y)( b- y 0 y(0)2b aja-y Eb_y

b_—( In(a-y)+In(tb- y)|¥ =k,

—In(a—-y(t)) +In(zb-y(t)) +Ina-In3b=k(b-2a)t,

1h_— 1ph—
In 2 b Y(t) i — k(b _ Za)t — 2 b Y(t) i — ek(b—Za)t,
a-y() 3b a-y(t) 3b

skad mozna jawnie wyliczy¢ y(t) oraz [A],:

(b—2a)kt _ a([Blo—2[A]y)kt
y() = ab - (b-2a)kt =[Al,[Bl; L (Blo—2[Al)Kt *
“be 2[Al, —[Bl,e™ %
2[A], -[B],
Z[A]O _ [B]Oe([B](rZ[A]o)kt

(63)

[A] =[Al, - y(t) =[Al,

Jezeli [B], < 2[A], (sktadnik A w nadmiarze), to ([B], —2[Al],) <0, zatem

g o 2[A 0o B 0 4 o B 0
lim[A], =lim [A], AL _I:[é]oe!:[B]:!—Z[A]O)kt Z[A]O%

[B]o

=[Al, -

Wynik ten jest spodziewany, np. dla [A], =3, [B], =4 gdy reakcje dojdzie do korica, to zostanie
3—-4/2=1 moli (na jednostke objetosci) nieprzereagowanego sktadnika A, natomiast sktadnik B
ulegnie catkowitemu wyczerpaniu
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1 — g{[Blo—2[Al)kt

[B], =[B], —2y(t) =[B], —2[Al,[B], 2[A], —[B], e AAVR -
1-0
[B], —2[A],[B], Wg_o =[B], -[B], =0.

Przykilad (rozktad ozonu).
W pewnych sytuacjach kinetyka rozpadu ozonu w stratosferze katalizowana obecnosciag atomowego
chloru jest opisana réwnaniem

dlo,] _ , , [XIOI0,] (64)
dt 7k [0,]+k,[0]°

gdzie X oznacza chlor atomowy i wszystkie produkty przejsciowe (formy posrednie), reakcji
czgstkowych w ktérych wystepuje chlor. Jezeli przyjmiemy, ze w poczagtkowym etapie stezenia [X] i

[O] sa state, to mozna tatwo scatkowaé to réwnanie. Oznaczmy a =k,[X][O], £ =(k,/k)[O],
y =[0,] otrzymujemy nastepujacy problem poczatkowy

dy _  ay _
- y(0) = y,. (65)

Powyzsze rownanie bedzie nas interesowac dla Yy, > 0. Warto zauwazy¢, ze gdy warunek poczatkowy

Y, =0, to rozwigzaniem jest y(t)=0.

Rozwigzujemy standardowo

y+'3dy=—adt — I(Hﬁde:—jadt,
y y

y+pIny =—at + C,

gdzie stata C wynika z warunku poczatkowego: C =y, + #Iny,. Zatem rozwigzanie y(t) jest dane w

formie uwiktanej

yO+BIny(t) =—at+y,+Siny,,

y(t) -y, + BIn(y(t)/ y,) = —at. (66)

Réwnania powyzszego nie rozwigzemy przy pomocy zwyktych wzordw, ale nie ma problemy z
uzyskaniem rozwigzania numerycznego. C wiecej w tym przypadku mozna zastosowac pewien prosty

trik. Dla ustalenia uwagi przyjmiemy, ze & =0,5, f =2, y, =1. Mamy wtedy
y(t) -1+ 2In(y(t)) =-0,5t,
czyli
t=2-2y-4iny. (67)
Oznacza to, ze mamy ,wzdér” na funkcje odwrotng, t =t(Yy), ktorej wykres jest tatwo otrzymad.
Bierzemy punkty y=0,01, 0,02, ..., 1 i odpowiadajace im wartosci t(y) wyliczamy ze wzoru (67), np.

w arkuszu kalkulacyjnym, a nastepnie tworzymy wykres w oparciu o te dwie kolumny (szczegdéty na
Rys. 4).
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B C D E F G H 1 J K
t(y =2-2y -dlny ¥ 1,2 4

9,980 0,01

8,756 0,02 1 dy _ oy v =y

8,032 0,03 dr Jf'+ﬁ: y <0

7,512 0,04

7,104 0,05 | °F L

6,767 0,06 YO+ Bla(y@)/ y)=—at+y,

6,480 0,07 | o5 -

6,228 0,08

6,003 0,09

5,800 o1 | %%

5,614 0,11

5,443 0,12| | 02 -

5,284 0,13

5,135 0,14 0

4,996 0,15 0,0

4,864 0,16

4,738 0,17

Rys. 4. Rozwigzanie réwnania (64) (przeksztatconego do postaci (65)) dla przyktadowych danych a=0,5, (=2,
Yo=1. Wykres jest otrzymany z uwiktanej postaci rozwigzania (67) w ten sposdb, ze tak naprawde w tabeli
danych, ktdra jest obok (pokazana tylko czesciowo) wpisane zostaty wartosci w kolumnie “y” od 0,01 do 1 z
krokiem 0,01, natomiast w kolumnie “t(y)” czasy sa wyliczone wzorem (67). Nastepnie wykres jest utworzony z
obu kolumn, gdzie kolumny “t(y)” jest traktowane jako zmienna niezalezna (o$ pozioma).

Zadania
Zad. 1) Dla reakcji 2NO(g)+2H,(9) —» N,(g)+2H,0(g) w temp. 1200+1300°C wyznaczono

doséwiadczalnie réwnanie kinetyczne v =k[H,][NOJ’ (w niektérych opracowaniach podawane jest
réwnanie v =k[H,][NOJ®). Jak zmienia sie stezenie tlenku azotu w zaleznosci od poczatkowego
stezenia [H,],, [NO],? Ut6z odpowiednie réwnanie rézniczkowe zwyczajne i postaraj sie je
rozwigza¢. Dla wygody przyjmujemy, ze na poczatku reakcji nie ma produktéw, tzn.
[N,], =[H,0], =0.

Zad. 2) Reakcja, w ktdrej biorg udziat trzy substraty

A+B+C—>P

zachodzi z szybkoscig v =K[A][B][C]. Stezenia poczatkowe s3 réwne i wynoszg [A], =[B], =[C],
=a. Po jakim czasie stezenie substratéw spadnie o potowe? Poda¢ wartos¢ liczbowa tego czasu, gdy
k=0,017 oraz a=2,5. Jakie jednostki powinny mieé¢ te parametry, gdy stezenie mierzymy w

mol / dm??
Zad. 1) Zaktadajac, ze mechanizm reakcji 2N2Os — 4NO,+0 jest nastepujacy
kl
N,O, = NO, +NO,
kz

ks
NO, +NO, = NO+ 0, + NO,

ks
NO+N,0, — 3NO,
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nalezy napisa¢ réwnania kinetyczne opisujgce ewolucje czasowg stezenia tlenku NOs oraz tlenu O;
zgodnie z kinetyka formalng reakcji.

kl
Zad. 2) Zatézmy, ze dla odwracalnej reakcji chemicznej A =2 B réwnania kinetyczne majg postac
k2

d[A] _
L= KAl [B],
d[B] _\ raq_

o =k[AI-K,[B]

Rozwigza¢ podany uktad réwnan rdzniczkowych liniowych (o statych wspoétczynnikach) zaktadajac, ze
stezenia poczatkowe sg réwne [A], oraz [B],.

Wsk. Wykorzystac fakt, ze suma stezer jest stafa tzn. [A]+[B]=[Al], +[B]l,- Wynika to z prawa
zachowania masy oraz z postaci rownania reakcji.

Zad. 4) Rozwazamy najprostszy przepadek reakcji rownolegtych

kl k2
A — B, A —> C

ktérych kinetyka jest pierwszego rzadu. ROdwnania kinetyczne dla poszczegdlnych sktadnikéow sg
zatem nastepujace

dIAl__y (a]- diel _ die]_
i = MAI-KIAL = = =KIAL = 2= KlAL

(i) Pokaza¢, ze niezmiennikiem tego uktadu jest wyrazenie [A]+[B]+[C].

(ii) Rozwigzac¢ uktad z warunkami poczgtkowymi
[A]t:O = [A]oa [B]t:O :[B]ov [C]t:O :[C]o-

(iii) Naszkicowaé, uzywajac np. programu Ms Excel, rozwigzania na przedziale 0 <t <3, dla

nastepujgcych danych liczbowych:

ki (s?) | k2 (s?) | [Alo (mol-dm™3) | [B]o (mol-dm™3) | [Clo (mol-dm™)
1,1 1,9 0,3 0 0

Zad. 5) Ogdlny mechanizm reakcji LCH (Lindemann—Christiansen—Hinshelwood) w pewnych
sytuacjach moze prowadzi¢ do nastepujgcego réwnania rézniczkowego zwyczajnego

d[A] _ _ kk[AT
dt  k [A]+k,’

z zadang wartoscig poczatkowa stezenia reagenta A.

(i) Podaé¢ ogdlne rozwigzanie w formie uwiktanej tego réwnania przyjmujac warunek
poczatkowy [A]_, =a>0.

(i) Utworzy¢ wykres rozwigzania w arkuszu kalkulacyjnym (wg wzorca z Rys. 4) dla
przyktadowych danych: k; =0,1, k, =15, k ,=0,05, [A], =1.



