Metody matematyczne w technologii materiatow
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

Wprowadzenie

Rownania rdézniczkowe zwyczajne wystepujg w zastosowaniach w chemii bardzo czesto. Jednym z
takich obszaréw sg zagadnienia kinetyki chemicznej. Jezeli znamy rdéwnanie kinetyczne lub
mechanizm reakcji, to problem opisu zmiany stezenia reagentéw w czasie sprowadza sie do
rozwigzywania (analitycznie lub numerycznie) rownania lub uktadu réwnan rézniczkowych. Gdy
reakcje sg jednorodne w przestrzeni (nie wystepujg zjawiska transportu reagentéw), to sg to
rownania rozniczkowe zwyczajne (wystepuje tylko pochodne wzgledem jednej zmiennej). Rozwazmy
jako przyktad reakcje pierwszego rzedu

A B (1)

Oznacza to, ze szybkos¢ reakcji v = K[ A] jest proporcjonalna do aktualne stezenie substratu A. W tym
opisie stezenie [A] jest funkcja czasu. Czyli moglibysmy napisa¢ [A](t). Czasami spotyka sie zapis
[A],, ale w ogdlnosci piszemy po prostu[A]. Pochodna wzgledem czasu bedzie zatem d[A]/ dt.Dla
produktu bedzie to d[B]/dt. Mamy wiec dla substratu i produktu réwnania

d[B] _ d[A]
dt KAl dt

AAT_ Al 2)

W pierwszym réwnaniu (na produkt) po prawej stronie wystepuje [A], wiec wyraimy [A] przy
pomocy [B]. Ze stechiometrii reakcji (1) widzimy, ze [A]+[B]=[A], +[B],, to sa poczatkowe

stezenia (liczba moli/objetosc¢). Tak wiec rownanie na [B] ma postac

% —k([A], + [B], [B). 3)

Zauwazmy, ze roGwnanie to ma postac
dy
Z _k(a-y), (4)
ot (a-y)

gdzie ai k s3 danymi statymi (w tym przypadku dodatkowo wiemy, ze sg one dodatnie). Takie

rownanie jest wiasnie przyktadem réwnania rézniczkowego zwyczajnego na niewiadoma funkcje
y=y(t). W rym konkretnym przypadku jest liniowe réwnanie rdzniczkowe zwyczajne pierwszego

rzedu. Dalej zapoznamy sie z wieloma przyktadami takich rownan i sposobami ich rozwigzywania.

DEFINICIA. Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazywamy rownanie postaci
y'=f(ty) (5)

gdzie f:RxR>U — R jest dang funkcjg. Rozwigzaniem réwnania (5) nazywamy kazdg funkcje

¢:R > (a,b) > R, ktora jest rézniczkowalna i spetniania réwnos¢

P'(t)=f(tet) da te(ab).

Rozwigzanie bedziemy oznaczad takze symbolem Yy = y(t), wiec mozemy napisaé po prostu

y'() = f(ty@), da te(ab)



Metody matematyczne w technologii materiatow
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

d

&+ arownanie (5) zapiszemy wtedy nastepujaco

Pochodng oznacza sie takze symbolem

dy
L = f(t,y).
pm ty)

W niektdrych opracowaniach funkcja niewiadoma oznaczana jest jako X = X(t), i wtedy réwnanie (5)

jest zapisywane tak

X' = f(t,%) (6)
lub

dx

i

Rdwnania rozniczkowe zwyczajne réznig sie od rownan rézniczkowych czgstkowych tym, ze funkcja
niewiadoma jest funkcjg jednej zmiennej (na ogdt rzeczywistej — ale wystepujg tez rdwnania o
argumencie zespolonym). Na ogoét zmienna ta jest oznaczamy symbolem t, co oczywiscie sugeruje
interpretacje tej zmiennej jako czasu. Odpowiada to zastosowaniom, ktére beda nas gtéwnie
interesowaty (np. kinetyka chemiczna). Oczywiscie nie jest to jedyna mozliwa interpretacja
(argument jako czas), dlatego argument niewiadomej funkcji rGwnania rézniczkowego zwyczajnego
oznacza sie tez po prostu symbolem Xx. Wtedy réwnanie (5) zapisane jest jako

Y=ty b Y= texy).
dx

Przyktad 1. Rdwnanie, w ktorym prawa strona f(t,y) =t +y, czyli rbwnanie rézniczkowe zwyczajne
y'=t+y, (7)
ma na przyktad rozwigzanie y(t) =e' —t—1. Przekonujemy sie o tym przez podstawienie:

y't)=(e"-t-1)'=e" -1

’ —f .
f(t.y(t))=t+y(t)=t+et-t-1=et_1} = yO=1tyv)

Zatem Y'(t)= f(t,y(t)) dla kaidego teR, czyli y(t)=e'—t—1 jest rozwigzaniem. Jest ono
okreslone na catej osi rzeczywistej R. Zobaczymy dalej, ze nie zawsze tak musi by¢.
Zauwazmy jednak, ze y(t)=e'—t—1 nie jest jedynym rozwigzaniem. Na przyktad funkcja

y,(t) =—t -1, tez spetnia réwnanie (7)

y(M)=t-0"=-1
oraz =y {)=t+y(t) dlateR.
t+y @) =t+(-t-1)=-1

Tak naprawde mamy tu catg rodzine funkcji, ktére sg rozwigzaniami réwnania (7), gdyz kazda funkcja
postaci

y(t)=Ce' -t -1, (8)
gdzie C € R jest dowolng statg rzeczywistg, jest rozwigzaniem réwnania (7).

Przyktad 2. Rozwazmy réwnanie rézniczkowe zwyczajne
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y =y (9)

Jak wida¢ prawa strona tego réwnania, czyli f(t,y) =y’ jest bardzo ,gtadka” funkcja (posiada
pochodne wzgledem y dowolnego rzedu) i jest okre$lona dla wszystkich argumentéw (t,y) e R?.

Przyktadowym rozwigzaniem jest funkcja y(t) = ﬁ Sprawdzamy to przez podstawienie:

(LY 1 1
y(t)_(l—tj B (1—t)2( 1)_(1—t)2’

» (1Y 1
0o () -

czyli y'(t) = y*(t). Zauwazmy jednak, ze rozwigzanie jest okreslone tylko na odcinku (-0, 1) (lub na

odcinku (1, ) ). W ogdlnym przypadku rozwigzanie réwnania (9) ma postaé

1
Y(t):a,

i jest okreslone na odcinku (—,C) lub (C, ).

Podane przyktady pokazujg, ze samo réwnanie rézniczkowe zwyczajne (5) nie gwarantuje istnienia
tylko jednej funkcji, ktéra jest rozwigzaniem (jednoznacznosc). Aby uzyskac jednoznaczno$¢ musimy
wprowadzi¢ jeszcze jaki$ dodatkowy warunek na szukane rozwigzanie. Okazuje sie, ze dla réwnania
postaci (5) takim warunkiem moze by¢ zgdanie, aby rozwigzanie przyjmowato zadang wartos¢ w
wybranym punkcie t=t,. Prowadzi to do pojecia warunku poczqtkowego dla réwnania

rézniczkowego zwyczajnego (5).
DEFINICIA. Warunek postaci
y(to) = Yo, (10)

gdzie t, e R, y, € R sg zadanymi liczbami takimi, ze (t,,y,) €U =dom f nazywamy warunkiem

poczgtkowym (lub warunkiem Cauchy’ego).

Zagadnienie poczatkowe (zagadnienie Cauchy’ego) zapisywane symbolicznie nastepujgco

{y' = f(t,y),

(11)
y(to) = Yo
oznacza, ze szukana funkcja y = y(t), ma spetnia¢ réwnanie y’'= f (t,y) i warunek poczatkowy (10).

Przyktad 3. Jakie jest rozwigzanie nastepujgcego zagadnienia Cauchy’ego

{y' =ty (12)
y(0)=2.

Sprawdzamy przez podstawienie, ze rozwigzaniem réwnania y' =ty jest dowolna funkcja postaci
y(t) =Cel", Aby byt spetniony warunek poczatkowy Y(0) =2 musi zachodzi¢ Ce’ =2, czyli C =2.

Tak wiec rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego (12) jest funkcja y(t) = 26"
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Oczywiscie to, ze funkcja y(t) = 2e:" jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego (12) nie oznacza
jeszcze, ze nie istniejg jakies inne funkcje, ktore sg rozwigzaniem tego problemu. Ponizszy przyktad

ilustruje, ze nawet zagadnienie Cauchy’eago (11) moze mie¢ wiele rozwigzan (niejednoznacznosc).

Przyktad 4. Rozwazmy nastepujacy problem poczatkowy Cauchy’ego

y/= y%1 (13)
y(0)=0.

Funkcja stale réwna zero, y,(t) =0 dla kazdego t € R, spetnia réwnanie oraz warunek poczatkowy.
Ale takze funkcja vy, (t) = 2—17t3 jest rozwigzaniem zagadnienia (13), gdyz
itz _1

=212, (y,(1)°

!t:
Y, () A

t ; 1., %_1 2 A Z
[Ej L) =3t = O -(0),

oraz y,(0) =1-0%° =0. Oczywiécie funkcje y,(t) =0, y,(t) = 1t s3 rézne (i to w dowolnym otoczeniu
punktut, =0), tak wiec rozwigzanie problemu (13) nie jest jednoznaczne. Na rysunku ponizej

pokazane sg oba rozwigzania.
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Jezeli prawa strona réwnania (tj. funkcja f = f(t,y)) spetnia pewne dos$é¢ ogdlne zatozenia, to

problem (11) ma rozwigzanie — i to dokfadnie jedno. Méwi o tym nastepujgce twierdzenie:

TWIERDZENIE (Picarda—Lindel6fa). Zatézmy, ze funkcja f = f(t,y): R?> - R bedzie ciagta oraz niech

spetnia warunek Lipschitza wzgledem zmiennej y:

| fEy) - f@Yy )<Ly -V, (14)
dla pewnej statej L > 0. Wtedy zagadnienie Cauchy’ego
y'="f(ty)
{y%)=m,
ma jednoznaczne rozwigzanie, okreslone w pewnym przedziela (a, b) zawierajacym t,.

Uwaga. Podana wypowiedzZ twierdzenia jest nieco uproszczong wersjg bardziej szczegétowej wersji
tego twierdzenia. Na ogdt podaje sie jeszcze w tezie twierdzenia zalezno$¢ przedziatu (a, b) od

statych charakteryzujacych funkcje f, takich jak stata Lipschitza L oraz kresu modutu funkcji:
M =sup{| f(t,y)[: (t.y) €Q}, gdzie
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Q={(t,y):|t—t0 |Sa’ | Y=Y |Sﬂ}

Dalej zajmiemy sie kilkoma metodami znajdowania ,analitycznej” postaci rozwigzan zagadnienia
Cauchy’ego.

Metoda rozdzielania zmiennych
Réwnanie rézniczkowe postaci
y'=f(®a(y) (15)

nazywamy réwnaniem o rozdzielonych zmiennych. Okazuje sie, Zze rozwigzywanie tego réwnania
sprowadza sie do obliczania odpowiednich catek. Symbolicznie mozemy postepowanie prowadzace
do rozwigzania zapisac tak

dy _ i
m—y—fmmw
dy

—L_— f(t)dt,
a(y) ®

dy y(t)ﬂ_t
jgaa_jfﬂMt+C lub jg _ifamt

Yo

Obliczajgc zatem cafki I%, If(t)dt uzyskujemy rozwigzanie y=Yy(t) w postaci uwiktane;.
gly

Czasami mozemy je ,rozwiktac¢” i uzyskac rozwigzanie w postaci jawnej (bezposredniej).

Przyktad 5. Rozwigzaé réwnanie y' = (sint)y®. Postepujemy jak nizej

= —(sint = —Z=sintdt = |—= =|sintdt,
dt ( )y y J-yz _[

=
1 . , . . .
co daje —— =-cost + C, wiec ogdlne rozwigzanie ma postaé

1
t)=———,
y® cost+C

gdzie C jest dowolng statg. Gdybysmy szukali rozwigzania zagadnienia poczgtkowego

{y' = (sint)y?, (16)
y(0)=2,
to musimy jeszcze wyliczy¢ statg C z warunku y(0) = 2,
1 1
y(0)=m=2 = C ==
Jedynym rozwigzaniem jest wiec funkcja
1 2

1) = = .
v cost—-1/2 2cost-1
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Zauwazmy ponadto, ze najwiekszym przedziatem, na ktérym jest okreslone to rozwigzanie jest
przedziat (a, b) =(—%, Z). Wybraliémy ten przedziat jako dziedzine rozwiazania, gdyz musi on

zawiera¢ warunek poczatkowy t, = 0. Zatem rozwigzaniem wysyconym zagadnienia (16) jest funkcja

2
yi(-Z, )3t ————¢
83 2cost—1

| |

| 1
A A ¥
b 12 !
1 || |
[ L I| 1
v 1o} |
b I |
1 \ [
i II'. g [ / i
1 | [ ."I !
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| \ [ |
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Rys. 1. Rozwigzanie problemu poczatkowego (16). Jest ono okreslone na przedziale (-nt/3, ©/3) i ma

asymptoty pionowe na koncach tego przedziatu. Rozwigzania nie da sie przedtuzy¢ poza ten

przedziat.
Przyktad 6. Rozwigza¢ problem poczatkowy, okresli¢ maksymalny przedziat, na ktérym istnieje
rozwigzanie oraz narysowac przebieg rozwigzania:

ﬂ — e2x+y,
dx
y(0) =-1.

Rozwiazanie: Jest to réwnanie o rozdzielonych zmiennych, gdyz ***Y =e®*e’. Zatem

dy_ 2x+ dy_ 2% - _ a2x - _ 2X
&_e =t &—e e = eddy=edx = je ydy_'[e dx =
—e =%e2X +C. (17)

Teraz wyznaczamy statg C z warunku poczatkowego y=-1 dla x=0:

et _teocn ool
2 2

Wstawiamy obliczong statg C do ogdlnego rozwigzania (17) i staramy sie wyrazi¢ y przy pomocy X:

—eyzie +C=%e2x—%—e, e‘y=%+e—%ezx, —y=|n(1+e—e‘zxj,

czyli mamy rozwigzanie
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y(x) =—In(%+e—e“j.

Jest ono okreélone dla X takich, ze ++e—e?* >0, czyli —In( +e) < 2x. Zatem rozwigzanie wysycone

y(x) =—In(%+e—e“}, xe(—1In( +e), ).

Poniewaz —2In(% +e) ~-0,584 wigc mamy w przyblizeniu =—In( +e—e?*), xe(-0,584, ).

Funkcja powyzsza ma nastepujace granice na konicach przedziatu okreslonosci

lim y(x)= lim {—ln(%+e—e2xﬂ=—|n(0+)=—(—oo)=oo

x—-3In(3+e) x—>-3In(3+e)

limy(x)=lim| —In l+e—e’x =—limIn 1+e—0 =—In 1+e ~-1,168
X—>00 X—>00 2 X—0 2 2
11

10 4

g -

¥

Rys. 2. Wykres rozwigzania zagadnienia poczgtkowego z Przyktadu 6. Rozwigzanie nie jest
okreslone dla wszystkich xeR. Posiada asymptote pionowg w x=-In(0,5+e)~-1,168 oraz poziomg
dla X—o0, y(x)—-In(0,5+€)~-1,168.

Przyktad 7. Rozwigza¢ problem Cauchy’ego

, X+2
= m
y(0)=2.
(Zauwazmy, ze tym razem zmienng niezalezng oznaczono symbolem X zamiast t.)
Rozwigzanie:

,_Q_x+2

y dx y+1

= (y+Ddy=(x+2)dx, [(y+1dy=[(x+2)dx,
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zatem 2y?+y=1x*+2x+C. Warto$¢ statej catkowania C obliczymy z warunku poczatkowego
y(0)=2. Daje on: 122 +2=10°+2-0+C, czyli C=4. W ten sposdb uzyskujemy rozwiazanie
y = y(X) w postaci uwiktanej:

1, 1,
=Y +y=—=X"+2x+4.
2y y 2

W tym konkretnym przypadku nie ma problemu z rozwigzaniem (,rozwiktaniem”) tej zaleznosci
wzgledem vy, gdyz jest to proste réwnanie kwadratowe na y(X):

y? +2y— x> —4x-8=0,
A=4—4(—x* —4x—8) = 4x2 +16x+36, ~JA =2X* +4x+9,

skad
_ 2
V(X) = 2+2\/x2+4x+9:_1Jr ’7x2+4x+9,
9 _ /2
Y, (X) = 22 X2+4X+9=—1—\/x2+4x+9.

Z tych dwoch funkcji tylko pierwsza spetnia warunek poczatkowy y(0) = 2. Tak wiec rozwigzaniem

problemu jest

y(X) =—-1+~/X* +4x+9.

Zauwazmy tez, ze dziedzing tej funkcji jest caty zbiér R, gdyz wyrazenie pod pierwiastkiem jest

dodatnie dla kazdego X € R. Ponizej pokazany jest fragment wykresu rozwigzania.

S5t s

1 1 n 1 F
-4 -2 0 2 4

Rys. 3. Wykres rozwigzania réwnania zagadnienie Cauchy’ego z Przyktadu 7 ograniczony do przedziatu [-4, 4]. Jak widaé dla
X — *oo rozwigzanie ma asymptoty ukosne.

Przyktad 8. Rozwigzaé nastepujacy problem rézniczkowy
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y'=t Ly,

lim y(x) = —o.
x—1"

(18)

W tym przypadku zastosowali$my na oznaczenie zmiennej niezaleznej symbolu x zamiast t. Tak wiec
szukana funkcja zalezy od X, tj. ¥ = y(X). Problem (18) nie jest to typowym problem poczatkowym,

gdyz dodatkowy warunek zostat sformutowany w postaci zgdania, aby granica rozwigzania w x=1
wynosita —oo. Mimo, ze sciéle rzecz biorgc nie jest to problem Cauchy’ego, to zapis jednoznacznie
okresla jakie warunki ma spetniac rozwigzanie i mozna szukad rozwigzania.

Stosujac rozdzielanie zmiennych mamy

dy y,/l+y = = Iy

1+y X

Poniewaz J'Lzln 1+ 1+i2 +const, zatem In 1+ 1+i2 =Inx+const, skad
Y1+ y? y Vo y oy

dx
j— + const.
1+ y

gdzie C € R jest dowolng stats.

Z warunku y(1") =—oo znajdujemy statg catkowania: dla x > 1 mamy:

=Cx = 0+1=C-],

4

1
YT
— 1

o < |k

1+0
wiec C =1, co daje rozwigzanie

+ 1+i=x.

1
y y?

w postaci uwiktanej. W tym mozna rozwigzac wzgledem y

rfepor gy = (] )

:>1+—_x —2x +— = 1=x"-2xly,
y*? y vy’

i ostatecznie otrzymamy

dla x>1. (19)

2X
y(X)=—
X
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Rys. 4. Wykres rozwigzania problemu z Przyktadu 8.

Rownania liniowe skalarne
DEFINICJIA. Rdwnanie postaci
y'+pt)y=q(t), (20)

gdzie p(t) i q(t) sa danymi funkcjamidla t € (a, b), nazywa sie réwnaniem liniowym. Jezeli q(t) =0,

wtedy jest to réwnanie liniowe jednorodne.

Jednym ze sposobdéw rozwigzywania réwnania (20) jest metoda uzmienniania statej. Zaczynamy od
rozwigzywania réwnania jednorodnego (q(t)=0), a nastepnie szukamy jakiegokolwiek

(,,szczegblnego”) rozwigzania réwnania niejednorodnego (tzn. z wyrazem ((t)). Z teorii wynika, ze

ogoblne rozwigzanie réwnania niejednorodnego (20) (ORRN) jest sumg ogdlnego rozwigzania
rownania jednorodnego (ORRJ) i szczegdlnego rozwigzania réwnania niejednorodnego (SRRN):

Yoran = Yorry T Ysrrn - (21)

Szukanie ogdlnego rozwigzania réwnania jednorodnego jest prosto — takie réwnanie jest réwnaniem
o rozdzielonych zmiennych. Jezeli w (20) przyjmiemy q(t) =0, to

y'=-pt)y

czyli

d
Yo py, Z=-p)dt,
y
skad j ﬂ:-j p(t)dt, Iny:—j p(t)dt + const, wiec
y

y(t) =ce PO®, (22)

Teraz traktujemy statg C tak, jakby to byta funkcja i poszukujemy dowolnego rozwigzania réwnania
niejednorodnego w postaci

y(t)=C(tye 17" (23)
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W tym celu podstawiamy funkcje (23) do (20), co prowadzi do elementarnego réwnania na C(t).

Metod pokazana jest w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 9. ZnaleZ¢ rozwigzanie ogodlne liniowego réwnania rézniczkowego
y’+'[y=e'(7 sint. (24)

Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne y'=-ty, skad

2

y(t)=Ce 1™ —ce*. (25)
Teraz szukamy rozwigzania szczegélnego w postaci Y, = C(t)e_%. Podstawiam to wyrazenie do (24):

y. +ty, =Cle 24+ C-(-t)e "2+ tCe™"2 =e2sint,
C'e™? —e " sint,
C' =sint.
2
Z ostatniego réwnania mamy oczywiscie C(t) =—cost, co po podstawieniu do y, =C(t)e ? daje

72 . . 7 . . s . . . .
ys(t)=—e”2 cost. Zgodnie z teorig ogdlne rozwigzanie réwnania niejednorodnego jest sumg
ogoblnego rozwigzania rownania jednorodnego i jakiegos dowolnego (zwanego tez szczegdlnym)
rozwigzania rownania niejednorodnego, zatem

y(t)=Ce "2 —e " cost. (26)
Jezeli réwnanie (24) uzupetni¢ o warunek poczgtkowy, na przyktad y(0) =3, to rozwigzanie takiego
problemu Cauchy’ego otrzymamy wyliczajgc statg C ze wzoru (26) wstawiajgc warunek poczatkowy:
y(0)=Ce®-e%cos0=C-1=3 = C=4.
Tak wiec problem poczatkowy
{y'+ty =e 7 sint,
y(0)=3,

-t?12

ma rozwigzanie y(t) =4e e "2 cost =e */2(4 - cost).

ROWNANIE BERNOULLIEGO

Istniejg pewne szczegdlne typy rownan, ktdre co prawda nie s3 liniowe, ale mozna je do takiej postaci
sprowadzi¢. Jako jeden z przyktadéw rozwazmy réwnanie nieliniowe postaci

y'+ p(t)y+q(t)y" =0. (27)

Réwnanie to nazywa sie rdwnaniem Bernoulliego, a liczbe n nazywamy wyktadnikiem Bernoulliego.
Dla n=0 lub n=1 réwnanie (27) jest réwnaniem liniowym. Dlatego interesowac nas bedzie
przypadek, gdy n {0, 1}. Stosujemy nastepujgce podstawienie

z=y"", (28)
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tzn. chcemy uzyskaé réwnanie na funkcje z(t):[y(t)]l_n. Mamy z'=(@-n)y"y’, wiec mnozac
réwnanie (27) przez y " otrzymujemy

y"y'+p)y " +q(t) =0,

iz'+ p(t)z+q(t) =0,

1-n
czyli réwnanie liniowe
Z’+(@—n)pt)z+@—n)q(t) =0, (29)
na funkcje z = z(t).
Przyktad 10. Rozwigzad réwnanie
y'=ty+y" (30)

Jest to przyktad réwnania Bernoulliego z wyktadnikiem n=2. Stosujemy zatem podstawienie

7=y =y? =1.
y
Mamy
;o Z
7
wiec po wstawieniu do (29) otrzymujemy
e
co daje réwnanie liniowe z'=-tz -1.
Przyktad 11. Znalez¢ rozwigzanie ogdlne réwnania
y’+%y—|rt]—ty2=0. (31)

Stosujemy podstawienie (28) dla =2, czyli z=y™, co daje liniowe réwnanie

1 In
z'——z+—t=0.
t t

1 dz dt
Rozwigzujemy najpierw rownanie jednorodne z'—EZ:O, czyli I—:IT, wiec Inz =Int+const,
z

skad z(t) =Ct. Nastepnie stosujemy uzmiennianie statej, z(t)=C(t)t. Wstawiamy do réwnania

niejednorodnego

C't+C—%Ct+|r:—t:0 = C't+|r:—t=0.

int.

Catkujemy C'=— ok
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c®)=-| In—tdt— U _Int j (In t)dt—ln—t— t%dt:
ot 1y s
t t t t

Int 1
To daje rozwiazanie szczegdlne z (t)= C(t)t—(T+t]t=1+lnt. Tak wiec rozwigzanie ogdlne

réwnania na z = z(t) jest nastepujace

z(t)=Ct+Int+1.
Wracajac do funkcji y, poprzez z =y, otrzymujemy ostatecznie rozwigzanie ogdlne réwnania (31)
jako

1

t)=————.
y®) Ct+Int+1

Zadania

Zadanie 1) Sprawdzi¢, ze podane obok rownan rézniczkowych funkcje sg rozwigzaniami.

dy 3x dy 3y 2 C
Y _3y+2, yx)=e* -2, by X__2Y _3 1x2 42
a) dx y+2, y(x)=e 3 )dX X X%, y(x) = 2 X NE
2 2
c) d 4y y =0, y(x) =C,sinwx+C, cos wXx. d) ay_ dy+6y 0, y(x)=Ce” +C.e*.

dx? dx? dx
Zadanie 2) Sprawdz, ze podane funkcje spetniajg réwnanie rézniczkowe, a nastepnie wyznacz statg
C € R z warunku poczatkowego.

dy

—< =y+2xe* -1,
d_yzl, y(2) = 24, ax )
a) dx X b) _
2 y(O) - 4’
y(x) = Cx".

y(X) = x%e* +1.

Zadanie 3) Rozwigz zagadnienia poczatkowe:

dy dy . dy dy
— 4xy?, Y e, Y _axy+2, N _y-1y,
N vt b) dax © g dax YT g Jax -0y
y@)=1. y(0) =0. y(0) =-1. y(0) =53

Wsk. W punkcie b) y(x)=-In(2-¢e*)=

Natomiast w punkcie c) rozwigzanie wyraza sie poprzez tzw. funkcje btedu, erf.

Zadanie 4) Rozwigz rownania

a) y+y+y'=0,y(0)=-1 b) y’+2y+(sint)\/y:0, y(0) =1.

Odp. a) y(t)=—;. b) y(t)=i(cost—sint—5e‘t)2.
1 16

ZeZt



