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Il Ponizsze przyktady zostang szczegdtowo omédwione przez prowadzgcego na najblizszych
zajeciach. Warto sie z nimi zapoznaé, ale nie bedg odpytywat, gdyz zostaty umieszczone zbyt
pdzno. !

Przyktad 1. Réwnowaga kwasowo-zasadowa w uktadzie dwuprotonowym HzA.

Rozwazamy staby kwas, ktory m dwa stopnie dysocjacji. Stezenie formalny wynosi Co, a state dysocjacji
Kai i Ka2. Ponadto w bilansie jondw uwzgledniamy autodysocjacje wody. Mamy zatem nastepujgce
rownowagi chemiczne:

H,A = H' + HA” (1)
HA™ = H' + AZ (2)
H,0 = H'+ OH" (3)

skad mamy réwnania

HIHAT_ [HIA"]

[HZA] al’ [HA_] = Kazl [H+][OH7] = KW' (4)

W uktadzie wystepujg nastepujace indywidua chemiczne: H,A, H", HA", A*,OH", zatem
potrzebujemy pieciu niezaleznych réwnan aby wyznaczy¢ stezenia rdwnowagowe. Do powyzszych
trzech réwnan (4) dodajemy jeszcze bilans materiatowy (dla grupy A) oraz bilans tadunku (uktad jest
elektroobojetny):

¢, =[H,Al+[HA ]+[A*], (5)
[H]=[OH ]+[HA 1+ 2[A*]. (6)

Uktad réwnan (4), (5), (6) jest kompletnym opisem stanu réwnowagi w uktadzie H,A(aq) (przy

zatozeniu, ze mozemy poming¢ wspétczynniki aktywnosci jondw) z ktérego mozemy obliczy¢ stezenia
[H,A], [H'], [HA], [OH ], [A*]

gdy znamy K, K_,, K, ¢,. Jednak w tym przypadku nie trzeba rozwigzywac¢ catego uktadu, gdyz
przez proste manipulacje algebraiczne mozna wyeliminowac cztery niewiadome i uzyskac pojedyncze

réwnanie na [H"]. Dla wygody oznaczmy x =[H"], wyliczmy [OH ]=K,, / X z (4) i wstawmy do (6):
K _ ”
x=—2+[HA ]+ 2[A"]. (7)
X

Wyrazamy teraz z dwéch pierwszych réwnar (4) zmienne [HA™] i [A®"] za pomoca [H,A]
[HA 1=K, [H,A]/x, [A*]1=K_[HA ]/ x=K_K_[H,A]/x*

wstawiamy do (7) i (5) co prowadzi do
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Ky, KalHAL ) KoKooHoAL

X=—
X X X
K,H,A] K_,K_[HA
COZ[HZA]+ al[ 2 ]+ al a22[ 2 ]
X X

Wyliczamy teraz [H,A] z drugiego réwnania, wstawiamy do pierwszego, porzadkujemy i otrzymujemy

réwnanie postaci X = F(x), gdzie

COKal(X + 2Ka2)
X2+ K x+ K K,

K
x:F(x):7W+ (8)

Mozemy tez przeksztatci¢ to réwnanie do postaci wielomianowej. W tym celu mnozymy przez

X(X* + K x+K_K_,) i porzadkujemy

X+ KX + (K Ky, — K, —CoK )X = K, (K, + 26K, )x — K K, K,, =0. (9)

Symulacje numeryczne

Ponizej sa pokazane wykresy zaleznosci pH od log(c,) dla kwasu o-ftalowego otrzymane z
rozwigzywania réwnan (8) (metoda iteracji prostych dla punktu statego) oraz (9) (metoda Newtona).
Zakres stezen formalnych 10° M <c, <10 M.

A B C D E F G H J K L M N [e] P Q R S T
1
2
3 |Kal 1,14E-03 Utwdrz wykres pH(log(c0)) Utwérz wykres pH(log(c0))
4 [Ka2 3,70-06 (metoda iteradji prostych) (metoda Newtona)
5 [kw 1,00E-14]
6
7 Metoda iteracji ~ Metoda Newtona
8 loglco))  pHIy=1) loglcg) pH(y=1) pH(log(c,)) [metoda iteracji prostych] pH(log(cy)) [metoda Newtona]
9 9 6995715 9 6995715 8 8
10 8,875 6994286  -8,875 694286
11 8,75 6992381 8,75 6,992381 7 ’
12 8,625 6980841 8,625 689841
3 85 6986455 8,5 6986455 ° ¢
14 8,375 6981942  -8375 6981942 s .
15 825 697593 825 697593
16 8,125 6967922  -8125 6967922 Y .
17 8 6957269 -8 6,957269
18 7,875 6943115 7,875 6943115 B 3
19 7,75 6924358 7,75 6,924358
20 7,625 6899606 7,625 6399606 2 2
21 75 6867177 7,5 6867177
2 7,375 6825179 7,375 6825179 1 1
23 7,25 6771771 7,25 6771771
24 7,125 6705626  -7,125 6,705626 o °
25 7 662652 7 662652 0 # © 4 2 o © 8 © 4 ? 0

Rys. 1. Wykresy pH od log(c0) dla kwasu orto ftalowego CsH4(COOH),. Dysocjacja tego kwasu jest dwustopniowa ze statymi
kwasowymi pK;1=2,943 i pK;,=5,432.

W tym przypadku obliczenia obiema metodami sg doskonale zgodne. Ale w przypadku innych statych
kwasowosci, na przyktad K, =1,0-10", K_,=1,0-10", mozna zaobserwowa¢, ze metoda iteracji
prostych nie daje poprawnych wynikéw co wida¢ na wykresach ponizej. W obu przypadkach uzywano
tych samych wartosci startowych do iteracji. Nawet zwiekszenie liczby iteracji do 10000 dla metody
iteracji prostych nie rozwigzuje problemu. Natomiast metoda Newtona daje poprawne wyniki juz przy
liczbie iteracji 100. By¢ moze inny sposdb wyboru wartosci poczatkowej dla iteracji prostych jest w
stanie doprowadzi¢ do poprawnego rozwigzania.
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A B c D E F G H J K L M N o P Q R S T
1
2
3 [Kal 1,00E-04 Utwérz wykres pH(log(c0)) Utwérz wykres pH(log(c0))
4 [Ka2 1,00E-04 (metoda iteracji prostych) (metoda Newtona)
5 [kw 1,00E-14
6
7 Metoda iteracji ~ Metoda Newtona
8§ loglco)  PH(y=1) loglcg) pH(y=1) pH(log(cy)) [metoda iteracji prostych] pH(log(cy)) [metoda Newtona]
9 9 6,995659 9 6995659 & 8
10 8,875 6094212  -8,875 6,994212
11 8,75 6,992281 875 6992281 7 7
12 8,625 6989707  -8,625 6989707
3 -85 686276 -85 6,986276 ¢ ¢
14 8375 6981701  -8,375 6981701 . s
15 8,25 6975604  -825 6,975604
16 8,125 696748  -8,125 696748 . Y
17 -8 6,956667 8 6956667
18 7,875 6942289 -7,875 6,942289 5 3
19 7,75 6,923217 7,75 6923217
20 7,625 6898018 7,625 6,898018 2 2
21 7,5 6864945 7,5 6864945
2 7,375 6822021 -7,375 6,822021 1 1
23 7,25 6,767285 7,25 6,767285
24 7,125 6699268  -7,125 6,699268 o o
25 7 661759 7 6617596 © N © “ = o o ° © * ’ °

Rys. 2. Wykresy pH od log(c0) otrzymane metodg iteracji prostych | metoda Newtona. State kwasowe Kai=Ka2=10%. Metoda
iteracji prostych nie daje poprawnego wyniku (nawet przy liczbie iteracji 10000). Zwiekszanie liczby iteracji nic nie zmienia,
bo ten wykres jest tak sam juz dla 1000 iteracji. By¢ moze inaczej nalezy wybiera¢ punkt startowy.

Rozwazane przypadki rownowag kwasowo-zasadowych prowadzity do uktadu réwnan nieliniowych.
Jednak mozna byto prostymi przeksztatceniami sprowadzié¢ problem do pojedynczego réwnania na
stezenie kationdw H*. W przypadku gdy nie jest taka redukcja mozliwa albo jest to zbyt skomplikowane
mozemy probowac rozwigzywac numerycznie bezposrednio caty uktad réwnan. Mozna jednak podejsc
do tego problemu nieco inaczej i zamiast rozwigzywa¢ uktad réwnan sprowadzi¢ problem do
minimalizacji wtasciwie dobranej funkcji celu. W celu ilustracji rozwazmy przyktad uktad réwnan z
niewiadomymi X, y:
X*+y®—2x—4y+1=0,

, (10)
y>+x’y —2x-1=0,

ktéry ma dwa rozwigzania widoczne na rysunku ponizej.

05

0.0t .
_2 —1

Rys. 3. Graficzna przedstawienie uktadu réwnan (10). Punkty przeciecia czerwonej krzywej (pierwsze
rownanie) i niebieskiej krzywej (drugie rownanie) reprezentujg rozwigzania uktadu.

Jezeli podniesiemy kazde réwnanie uktadu (10) do kwadratu i je dodamy, to otrzymamy funkcje celu

f(xy)=(x"+y° —2x—4y +1)2 +(y*+ x3y—2x—1)2, (11)
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ktdra osigga minimum (réwne zero) doktadnie w tych samych punktach, w ktérych uktad réwnan ma
rozwigzania. W tym sensie problem minimalizacji jest rownowazny z rozwigzywaniem ukfadu réwnan.
Zaleta takiego podejscie jest m.in. taka, ze fatwo mozemy wykorzystaé wtedy narzedzie Solver w Ms
Excel. Solver pozwala bowiem na szukanie minimum funkcji wielu zmiennych, ale nie ma mozliwosci
rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych bezposrednio.

Jak wiemy kationy metali (szczegdlnie blokéw d oraz f) tworzg tzw. zwigzki kompleksowe, ktérych
czgsteczki sktadajg sie z jonu centralnego (kation metalu) oraz otaczajgcych go liganddw. Ligandy s3 to
drobiny majgce wolne pary elektronowe, zatem mogg by¢ donorami elektronéw w wigzaniach. Taki
typ wigzania, w ktérym wspdlna para elektronowa pochodzi tylko od jednego atomu nazywamy
wigzaniami koordynacyjnymi. Dlatego zwigzki kompleksowe nazywamy takie zwigzkami
koordynacyjnymi. Typowe ligandy anionowe to OH-, CI-, CN-, aniony kwaséw tlenowych, a ligandy
obojetne to H,O, NHs, aminy, kwasy organiczne, aminokwasy itp. W chemii koordynacyjnej przyjeto
oznacza¢ jony kompleksowe nawiasami kwadratowymi, na przyktad [Cr(H,0),]*", [Cu(NH,),]*". W
naszych przyktadach bedziemy czasami odstepowad od tej zasady, aby nie byto zamieszania z
symbolem [X] oznaczajacym stezenie molowe zwigzku X. Zapis [[Cr(H,0),]**] bytby nieco meczacy.

Przyktad 2. Réwnowagi z udziatem komplekséw amina-srebra(l) w uktadzie AgNOs(aq), NHs(aq)).

Rozpuszczamy azotan srebra i amoniak w wodzie tak, ze stezenia formalne wynosza C,igN% i C,ZHz. W

uktadzie tym ustalajg sie cztery rownowagi

Ag® +NH, = [Ag(NH,)I" K, =2,51-10°

[Ag(NH,)]" + NH, = [Ag(NH,),]’ K, =1,00-10* (12)
NH, +H,0 = NH, +OH" PRy, =4,75

H,0 = H'+OH" pK, =14

w ktérych bierze udziat osiem sktadnikow
Ag’, Ag(NH,)", Ag(NH,),, NH,, NH,, H", OH", NO,

Zauwazmy jednak, ze anion azotanowy mozna pomingé, gdyz jego stezenie jest takie samo jak CZgNoz

(s6l AgNOs catkowicie dysocjuje), a ponadto jon ten nie bierze udziatu zadnej réwnowadze.™
Réwnowagi (12) dajg nastepujgce réwnania na stezenia sktadnikéw

[AGNH,) T _

[AgTINH,] 13

[Ag(NH),T .
[Ag(NHL) TINF,]

[NH; J[0H ] _ s

[NH,] NFs

1Zauwazmy jednak, ze gdybysmy chcieli uwzglednié wspétczynniki aktywnoséci jondw, to wtedy nalezy uwzglednié
obecnos¢ jondw NOs', gdyz wptywaja one na site jonowa roztworu, a zatem na aktywnosci sktadnikow, ktore
nalezy uzy¢ w wyrazeniach na state réwnowag.
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[H'][OH 1=K, (16)
Bilans masy dla srebra daje rownanie
Cano, =[AG 1+[Ag(NH,)"]+[Ag(NH;), ], (17)
a bilans dla amoniaku
Cuw, =[NH;]1+[NH, T+[Ag(NH,) ]+ 2[Ag(NH,); ]. (18)

Jezeli chodzi o bilans tadunku (elektroobojetnos¢ roztworu, to ma on w tym przypadku postaé
[H']1+[Ag"]+[Ag(NH;),]+[NH;]1=[OH ] +[NO,],
ale poniewaz [Ag']+[Ag(NH,) 1+[Ag(NH;),]=[NO,], co jest konsekwencjg tego, ze wszystkie

jony zwierajgce srebro oraz grupy azotanowe pochodzg z dysocjacji obojetnej soli AgNO,, wiec

warunek elektroobojetnosci przyjmuje prostszg postac
[H*]+[NH;/1=[OH"]. (19)

Otrzymalismy uktad siedmiu réwnan (13)—(19) z siedmioma niewiadomymi. Aby lepiej zobaczy¢ jego
strukture uproscimy nieco oznaczenia wprowadzajac standardowe symbole dla niewiadomych:

Xl XZ X3 X4 X5 X6 X7 (20)
[Ag'] | [Ag(NH,)'T | TAG(NH;),; 1 | [NH,] | [NH,] | [H'] | [OH]
Teraz uktad ma postac
X, = K1X1X4' X3 = K2X2X4v XsX; = KNH3X4’ XXy = Kw’
Cagno, = X1 + % + X5, Crpy =X + 2% + X, + X, (21)

X5 + X5 = X;.

Mamy teraz kilka mozliwosci: (i) rozwigzywanie petnego ukfadu (21); (ii) wstepna redukcja liczby
niewiadomych i rozwigzywanie uktadu mniejszego; (iii) rozwigzywanie uktadu poprzez minimalizacje
odpowiednio wybranej funkcji celu.

Mimo, ze powyzszy ukfad nie jest liniowy, to jednak ma on charakter wielomianowy. Dlatego
stosunkowo prosto poddaje sie pewnym algebraicznym przeksztatceniom prowadzacym do
zmniejszenia liczby niewiadomych (W rzeczywistosci udaje sie nawet ten uktad sprowadzi¢ do
pojedynczego réwnania na niewiadomg X,). Dalej zostanie zaprezentowane podejscie (iii), gdyz jest
ono najtatwiejsze oraz mozliwe do zrealizowania w arkuszu kalkulacyjnym. Jest ogdlne i daje sie
zastosowac w sytuacji gdy bedziemy chcieli do modelu wtgczy¢ takze wspdtczynniki aktywnosci (wtedy
uktad rdwnan juz nie bedzie miat charakteru wielomianowego uktadu réwnan).

Definiujemy zatem funkcje celu w oparciu o trzy ostatnie réwnania uktadu (21):
(ngNo3 XX - Xs)z +(Cl?lH3 —X - 2X3 =X~ Xs)z + (Xs + X — X7)21 (22)

ale jako zmienne niezalezne zostawimy tylko trzy X, X,, X, gdyz stosunkowo fatwo mozna pozostate

cztery wyrazi¢ przy ich pomocy:
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X, = KX Xy, Xy = KK, XX, X5 = (K, TK)X X, X =K, /X (23)

Wstawiajac te wyrazenie do funkcji celu (22) uzyskujemy formalnie problem minimalizacji nastepujacej
funkcji trzech zmiennych:

F (%, %)
= (C29N03 X - Kl XXy — K1K2 X1X4)2 +(Cl(31H3 - Kl XXy = 2X3 =X~ (KNH3 / Kw)X4X5)2 (24)

(K, 1 KW )X X5 + X% — K, / Xs)?,

gdzie, przypomnijmy, zgodnie z tabelka (20): x =[Ag’], X, =[NH,], X, =[H"]. Mozina teraz
probowaé¢ minimalizowad te funkcje (np. Solver w Ms Excel), ale nalezy pamietad jeszcze o jednej
sprawie. Zamiast uzywac stezen [X] lepie]j jest postugiwaé sie logarytmami: pX = -log([X]). Wtedy
uzyskuje sie fatwiej zbieznos¢ procesu minimalizacji. Ponadto w realizacji w arkuszu kalkulacyjnym nie
ma potrzeby wstawiac zaleznosci (23) do (22). Wystarczy te zaleznosci trzymacé w osobnych komérkach
i odwotywac sie w funkcji celu do tych komérek. Taka organizacja danych w arkuszu jest nieco bardziej

przejrzysta.
A B C D E F E H
.
2 Czasteczka pX X=10" b, min=(b,)*+(b,)*+(bs)*
3 Ag' 3 0,001| -2,528005 | 56,02691]
4 NH; 2 0,01 6,817171$
5 H 7| 0,0000001| 1,7782794 = C12-D3-D6-D7_|
6 Ag(NH,)" 00251183 = 10°C14*D3*D4 |
7 Ag(NH,)," 2,51188641 "= 107 (C14+C15)*D3*D4"2 |
8 OH- 0,0000001
9 NH," 1,7782794
10
11 Dane
12 colAgNO3) 0,01
13 co(NH,) 0,02
14 log(K;) 3,4
15| log(K,) 4
16 pK(NH;) 4,75
17 pKw 14

Rys. 4. Przyktadowa organizacja danych i formut w arkuszu kalkulacyjnym pozwalajgca wyznaczy¢ stezenie
réwnowagowe w Przyktadzie 2 przy uzyciu Solver’a metodq minimalizacji. Rysunek prezentuje kilka przyktadowych
formut (pozostate nalezy samemu uzupetni¢). Formuty w kolumnie ,b;” odpowiadajg réwnaniom (17), (18) oraz (19).
Pozwalajg one na tatwo zdefiniowanie funkcji celu w komérce G3 (dopowiada ona wyrazeniu (22)). Komorki
zmieniane to C3:C5.

Przyktad 3. Dysocjacja kwasu HA z uwzglednieniem aktywnosci jonéw.
Rozwazmy ponownie dysocjacje kwasu jednoprotonowego w roztworze wodnym
HA = H + A”
(25)
H,O = H" + OH"

Dotychczas, formutujagc wyrazenia na state rownowagi uzywalisSmy stezern molowych, oznaczanych
zazwyczaj kwadratowymi nawiasami, na przyktad [H*] (por. (4)). Z kursu termodynamiki chemicznej
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wiemy jednak, ze takie rownosci sg przyblizone, gdyz w prawdziwych réwnaniach powinny wystgpic¢
aktywnosci sktadnikéw (a, ), a nie same stezenia ([X]). Tak wiec termodynamiczny stan réwnowagi

w uktadzie (25) jest $cisle opisany réwnaniami

a,.a,
HA =K, a.a, =K, (26)

H* SoH- w
ana

gdzie a,., a, , aya s3 aktywnosciami jonéw H*, A” oraz czasteczek HA, odpowiednio. Aktywnosci
wyrazamy zazwyczaj przy pomocy tzw. wspofczynnikéw aktywnosci yi oraz stezen ¢;: a, =y,C,. Tak
wiec problem poprawnego opisu rownowagi ostatecznie sprowadza sie do znajomosci
wspotczynnikéw aktywnosci. W dotychczasowych rozwazaniach widaé, ze przyjmowaliSmy
wspofczynniki aktywnosci réwne 1, co oczywiscie oznacza @, =C;. Nie zawsze jednak takie przyblizenie
jest dobre. W szczegdlnosci rozwory elektrolitow (natadowane drobiny) wykazujg duze odstepstwa od
idealnosci i przy doktadniejszych analizach nalezy uwzglednic, ze dla jondéw y, #1. W elektrochemii
opracowano wiele modeli pozwalajgcych oszacowac wspodtczynniki aktywnosci jondw. Historycznie
pierwszym takim modelem byto réwnanie Debye’a—Hiickela, ktére pozwala oszacowaé wspotczynniki
aktywnosci jonow w zaleznosci od stezen molowych ¢; poprzez tzw. sife jonowq roztworu:

logy, =—-Az\I, (27)

gdzie z; to liczba tadunkowa jonu, a sita jonowa roztworu | =%Zj zfcj (sumowanie odbywa sie po

wszystkich jonach wystepujacych w roztworze). Stata A dla roztworéw wodnych w temperaturze 25 °C
wynosi 0,509. Nalezy pamietaé, ze réwnanie (27) jest raczej dla bardzo rozcienczonych roztworéw
(20,1 M). Dla bardziej stezonych mozemy stosowa¢ rézne modyfikacje tego réwnania, na przykfad
wzor Davisa
Ji
log 7, =—0,509z2| ——— 0,31 |. (28)
1+1

PrzejdZzmy teraz do opisu rdwnowagi w uktadzie (25) z wykorzystaniem aktywnosci. W ukfadzie tym
wystepujg trzy jony (H", A", OH") o liczbach tadunkowych z, =+1, z, =-1, z, =—1. Tak wiec ze
wzoru Davisa wspodfczynniki aktywnosci tych jondw beda takie same (sita jonowa jest wspdlna dla
catego roztworu, a zalezno$¢ od jonu jest tylko poprzez kwadrat liczby tadunkowej). Zatem

JI
logy .. =logy. =logy. =-0,509- ~0,3J1 |,
g]/H gj/A g]/OH (1—"_\/'_

(29)
_ 1 2 - 2 - 2 -1\ _ 1 - - -
| =2((0" [H1+ (D [A T+ (-1 -[OH 1) = Z([H 1+[A ]+ [OH])
Dla wygody wspdlny wspétczynnik aktywnosci oznaczymy po prostu symbolem 7. Mamy wiec
V=V =V =Ygy gdzie logy =-0,509 . 0,341 |,
1+ \/I_ (30)

| :%([H]+[A]+[OH]).
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Rownania (26) majg zatem postac

Vi G Yo Ca

Cha

= Ka' YH*CH*YOH’ COH’ - KW' T =Va Vo =75

skad (stezenia molowe znéw oznaczamy przez [X]):

Z[TH]%%, VIH JOH 1=K, 31)

Roéwnania te uzupetniamy bilansem kwasu i warunkiem elektroobojetnosci otrzymujgc do rozwigzanie
nastepujacy uktad

[H'I[A] _ 2T IO 1 —
TN [H'][OH ]=K,, (32)
¢, =[HA]+[A"], [H']=[OH"]+[A7],

gdzie logy = f(l), I =3([H']+[OH ]+[A]), a funkcja f zalezy od modelu, ktéry przyjmiemy do
obliczania wspodtczynnikdw dyfuzji, na przyktad dla (27) i (28) mamy

JI
f()=-AVI i f(1)=—A] ——=-0,3J1 |.
1+1
Nalezy pamietaé, ze w uktadzie (32) wspdtczynnik y nie jest statg tylko funkcjg zalezng (w ogdlnosci) od
stezen wszystkich sktadnikow w uktadzie, tj. y =y([H"],[OH ],[A]). Dlatego uktad ten jest bardziej

skomplikowany niz analogiczny uktad, w ktérym wspoétczynniki aktywnosci sg réwne 1. Jednak w tym
konkretnym przypadku okazuje sie, ze wyrazenie na site jonowa upraszcza sie ze wzgledu na warunek
elektroobojetnosci (ostatnie réwnanie w (32)):

= S(IH T+ [OH T+ A ]) = S(IH T+ [H) =[], %3

zatem y=y([H']). Ukfad rozwigzujemy teraz tak samo jak dla przypadku idealnego (y = 1), co

prowadzi do réwnania

K K

X ———,
X rx+K,

(34)

gdzie x=[H"], logy = f(x), gdyz | =x w tym uktadzie. Na przyktad dla modelu Debye’a—Hcklea

mamy logy = —0,509x = 4 =1O'°’5°9J;, zatem réwnanie mozna zapisac tez tak

x=1owms K KaG (35)
X 10y 4 K,

Jezeli do wspétczynnikow aktywnosci uzyjemy rownania Davisa to otrzymujemy

Jx
-0,509 -0,3Jx
X=72&+Lci<f gdzie y =10 [“& )

2 (36)
X VX+K,
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Ponizej sq zaprezentowane wyniki obliczen pH z uwzglednieniem wspotczynnikéw aktywnosci (wg
Davisa) oraz bez nich dla stezer z zakresu 10° M < ¢, < 1 M. Jak wida¢ réznice sg bardzo mate i tylko
w obszarze wysokich stezen (~1 M). Przyczyng bezposrednig sg wartosci wspdtczynnikow aktywnosci
(kolumna y([H*])), ktére niewiele odbiegajg od 1.

Ka 1,754E-05
ke | pHr=1), pH(y=1) od log(co ]
y=1 ¥ # 1 (réwnanie Davisa) w0
log(c,) [H'] |pH=-log{[H'])| [H'] Y([H]) |pH=-log([H']) | pH=-log(a ) 85
-9| 1,005E-07 6,0978| 1,005E-07 0,0996 65,9977 65,0978 60
-8| 1,051E-07 6,9784| 1,051E-07 0,9996 6,9783 6,9784 -
7| 1,611E-07 6,7928| 1,612E-07|  0,9995 65,7927 65,7929 -
-6| 9,586E-07 6,0184| 9,587E-07 0,9989 6,0183 65,0188 5,0 pH
-5 7,115E-06 5,1478| 7,125E-06 0,9969 5,1472 5,1486 a5
-4| 3,402E-05 4,4683| 3,420E-05 0,9932 4,4659 4,4689 ’
-3| 1,240E-04 3,9067| 1,255E-04 0,9871 3,9015 3,9071 4,0
-2| 4,101F-04 3,3871| 4,196E-04 0,9769 3,3772 3,3873 5
-1| 1,316E-03 2,8809| 1,371E-03 0,9595 2,8630 2,8810
0| 4,179E-03 2,3789| 4,491E-03 0,9305 2,3477 2,3790 ™ 3,0
\2,\
2,0
9 8 7 6 -5 4 3 1 0
log(c,)
Przykiad 4. Dysocjacja kwasu stabego kwasu dwuprotonowego H>A.
Rozwazmy ponownie dysocjacje kwasu jednoprotonowego w roztworze wodnym
N _
H,A = H" + HA
: (37)
_ N _
HA" = H + A

ale z uwzglednieniem wspodtczynnikdw aktywnosci. Zaréwno w rownaniu Debye’a—Hiickela jak i Davisa

zalezno$¢ wspétczynnikéw aktywnosci ma postaé logy;, =z f (1), zatem

Yoo =You =Vua =V Ye =7, logy=f(l), (38)

gdzie sita jonowa | =%([H*]+[OH]+[HA] +4[A2’]). Uktad réwnan dla tego przypadku przyjmuje

postac
2 [H]HAT] _ JHIATT I TN -1
[H,A] =K VAT K 7 [H'][OH ]=K,,
¢, =[H,A]+[HA]+[A*], [H']=[OH ]+[HA 1+2[A%], (39)

logy=f(l), 1 =%([H*]+[OH]+[HA]+4[A2]).
Po wyeliminowaniu zmiennych [H,A], [OH"], [HA"], [A®"] mozna uzyska¢ uktad dwéch réwnar na
Xx=[HTiy:

=Y_2&+ CoKa (¥°X+2K,,)
X Yy K X+ K K,

logy = f(x+ CoKuKep j

X

(40)

’Y?XZ + YS Kalx + KalKaZ
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Niestety tego uktadu nie da sie juz dalej zredukowac do pojedynczego réwnania na X lub na vy, dlatego
nalezy rozwigzywac ten uktad jako catos¢. Oczywiscie istnieje wersja metody Newtona dla uktadow,
ale w arkuszu kalkulacyjnym Ms Excel nie ma mozliwosci rozwigzywanie nieliniowych uktadéw réwnan
bezposrednio. Mozna jednak to ograniczenie oming¢ i stosowac podejscie oparte na minimalizacji
odpowiedniej funkcji celu (tak jak w przyktadzie rownowagi kompleksowania (NH;,AgNO;,), ). Nie

bedziemy jednak minimalizowa¢ w oparciu o uktad (40), ale w oparciu o rdwnanie bilansu, réwnanie
elektroobojetnosci (drugi wiersz w (39)) i wyrazenie na site jonowa:

(Go ~[H,AT-[HA T-[AZ]) + ([H']-[OH ]-[HA ] - 2[A* )’
(41)

H(1=4([H T+ [OH 1+ [HA 1+ 4A* 1)) — min,

przy czym zmiennymi niezaleznymi bedg tylko [H*], [HA™] oraz |. Nalezy zatem w oparciu o réwnania
(39) wyrazi¢ [H,A],[A®"], [OH"] przy pomocy tych trzech zmiennych. Ponadto, minimalizowanie
wyrazenia (41) w arkuszu kalkulacyjnym daje dobre rezultaty, gdy zmiennymi niezaleznymi nie s3
bezposrednio stezenia tylko logarytmy tych stezen, postuzymy sie wartosciami pX =—log[X]. W tym

celu logarytmujemy réwnanie z pierwszego wiersza (39):

logy* +log[H"]+log[HA ] -log[H,A] =log K ,,
logy* +log[H"]+log[A* ]1-log[HA ]=logK_,,
logy® +log[H"]+log[OH ]=1logK,,

skad

pH,A =-2f(l)+ pH+ pHA — pK_,,
pA 4f(1)- pH+ pHA + pK,,, (42)
pOH 2f(1)-pH+ pK,,

gdzie wykorzystalismy log y = f(l). Funkcja f(I) zalezy od przyjetego modelu obliczania wspétczynnikéw
aktywnosci. Ponizej (Rys. 5) jest pokazany arkusz kalkulacyjny, ktéry postuzyt do obliczenia pH dla
kwasu o dwdch stopniach dysocjacji (pK,, =2,5, pK,, =3,41). Stezenie formalne ¢, =0,05M, a
wspotczynniki aktywnosci obliczono z réwnania Davisa. W kolumnie G aktywnosci sg obliczone ze
wzoru aj = vi-Ci.

A B C D E F G H [ J

1 Dane pXlubt X asx bl 4,9922E-02

2 cylH.A) 0,05 I 0,020 b2 -4,5230E-05

3 pk,, 2,5 H 4,000 1,000E-04| 8,709E-05 b3 1,9810E-02

4 pK,, 3,41 HA 5,000 1,000E-05| 8,709E-06

5 pK, 14 HA L 6620 2,399E-07| 2,399E-07 (by)*+{b,)*+(ba)

6 A¥ 4,170 6,762E-05| 3,890E-05 Funkgja celu 5,371E-02
—-2*EQ+E3+E4-B3 :

7 oH 9,380 1,318E-10| 1,148E-10

8

9 log(v)=HI)| -0,06001

10 7 0,8709

Rys. 5. Organizacja danych w arkuszu kalkulacyjnym do otrzymania stezen réwnowagowych w uktadzie H,A(aq) z
uwzglednieniem wspdtczynnikdow aktywnosci. Obliczenia wykonano w oparci o minimalizacje funkcji celu (41), w ktorej
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niezaleznymi zmiennymi sg [H*], [HA"] oraz . Komérki ktdre Solver zmienia sg na tle blado-czerwonym (E2:E4). Zauwazmy, ze
zmieniane sg nie tyle [H*] i [HA], ale ich ujemne logarytmy, pX = -log([X]) (komérki E2 i E3). W kolumnie ,J” znajdujg sie
wyrazenia wynikajace z bilansu kwasu i tadunku oraz definicji sity jonowej (por. (41)). Formuty w komodrkach E5:E7 sg w
oparciu o wzory (42).

Wartosci poczagtkowe do minimalizacji wida¢ w komdrkach E3:E5. Po dwukrotnym uruchomieniu
Solvera otrzymano rozwigzanie (wspotczynnik aktywnosci dla obojetnej drobiny [H2A] przyjeto 1):

H* HA- HA A OH-
pX | 1,98 1,93 1,42 3,25 12,01
IX] | 1,28-102 | 1,72-10% 3,77-102 | 3,25.10% | 9,83-10°3
vx | 0,8896 | 0,8896 | 1(zzatozenia) | 0,6263 | 0,8896




