Metody matematyczne w technologii chemicznej
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

Catka oznaczona funkcji jednej zmiennej rzeczywistej

Wstep

Matematycy opracowali kilka wariantéw pojecia catki. Historycznie pierwszg metodg, ktdrg
mozna by okresli¢ mianem catkowania byta tzw. metoda wyczerpywania rozwinieta przez greckiego
matematyka Eudoksosa z Knidos (408—355 p.n.e.). Polegata ona na obliczaniu pél figur ptaskich
poprzez wpisywanie w nie ciggu wielokatéw o znanej powierzchni, ktére ,,zblizaty” sie do tej figury.
Wspodtczesnie bardzo ogdlnym i eleganckim sposobem zdefiniowania catki jest teoria catki Lebesgue’a
(1904), czyli catka wzgledem miary. Wymaga ona jednak najpierw wprowadzenia abstrakcyjnego
pojecia miary (jest to uogdlnienie takich poje¢ geometrii elementarnej jak dtugo$¢ odcinka, pole
prostokata, objeto$¢ prostopadtoscianu, dtugos¢ krzywej, pole figury ptaskiej itd.). Dla naszych
potrzeb wystarczy jednak prostsze (ale mniej ogdlne i obarczone istotnymi wadami) pojecie catki,
ktore pojawito sie w pracach Riemanna (1854), dlatego nazywa sie jg catkg Riemanna. Catka ta
charakteryzuje sie dos$¢ intuicyjng definicja (poprzez tzw. sumy czesciowe) i ma oczywisty
interpretacje jako pole pod wykresem funkcji. Catka Riemanna jest okreslona poprawnie tylko dla
funkcji ciggtych (ewentualnie posiadajgcych dyskretny zbiér nieciggtosci typu ,skonczony skok”). W
przypadku funkcji jednej zmiennej (X € R) dziedzing catkowania bedzie odcinek domkniety [a, b].
Uogdlnienie na przypadek odcinka nieskonczonego uzyskuje sie przez odpowiednie przejscie
graniczne.

Uwagi do definicji catki Riemanna

Podziatem odcinka [a, b] = R nazywamy dowolny skoriczony ciag liczb X,, X,,..., X, taki, ze
a=Xy <X <X, <...<X,; <X, =h. (1)

Punkty X, nazywamy wezfami podziatu. Okreslamy $rednice podziatu jako najmniejsza odlegtosé

pomiedzy weztami podziatu

o=max{lx,, —x;1:1=0,...,n-1}. (2)

1

Niech f:[a,b]—> R bedzie dang funkcja. Dla danego podziatu {x}, wybieramy dowolny ciag
punktéw {£} takich, ze & e[X, X,,]- Inaczej méwigc wybieramy dowolny punkty w kazdym z
podprzedziatéw [X;, X;.,] naszego podziatu. Punkty & nazywamy punktami posrednimi podziatu
{x.}. Definicja catki Riemanna opiera sie na tzw. sumach czesciowych (Rysunek 1) wyznaczonych

przez podziat i punkty posrednie:
S, (f’{xl}ln:()’{é:l}lr:(}) = Zf(é:i)(xiﬂ - X;). (3)
i=1

Jezeli dla kazdego podziatu {x;} spetniajacego warunek lim S, =0 oraz dowolnego wyboru punktéw

n—ow

posrednich {&} cigg sum czeéciowych (3) zmierza do tej samej granicy Se€R, to granice te

1

nazywamy catkq oznaczonq (w sensie Riemanna) funkcji f na przedziale [a, b] i oznaczamy
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b
S= If(x)dx. (4)
Mamy wiec z definicji
b n
Jodx=lim> £ (&) -x"), (5)

gdzie {x'}., jest dowolnym ciggiem podziatéw spetniajgcym warunek limd, =0. Mozemy wiec

n—oo
dowolnie wybra¢ podziaty (byle srednice zmierzaty do zera) i dowolne punkty posrednie. Na przyktad
podziat moze by¢ na réwne odcinki, a punkty posrednie wybrane w srodkach tych odcinkdéw:

X +2Xi+1, h=(b—a)/n,

X, =a+i-h, &=

bo w takim przypadku oczywiscie &, =h=(b—a)/n, zatem limg, =0. W tym przypadku mamy

X, —% =h=(b—a)/n wiec suma nieskoriczona (5) przybiera posta¢

[foax= M > (6,0 = %) (2.1 + X)) = 0-2)> = f(a+( +1/2)h), (6)

ktory jest w podstawg do numerycznej metody obliczania catek zwanej metodg prostokatéw. Inne
czesto uzywane metody to metoda trapezow i metoda Simpsona.

Teoretycznie mozna by uzywaé wzoru (5) do doktadnego obliczania catek, ale w praktyce bytoby to
zmudne i nieefektywne. Natomiast przy obliczaniu numerycznym catki oznaczonej, gdy chcemy
uzyskac liczbowg wartos¢, niekoniecznie doktadng, ale przyblizajgcg catke (4) z wystarczajacg do
zastosowan doktadnoscig, mozemy postugiwaé sie wzorem (6) lub innymi podobnymi. Jest to
domena metod numerycznych.

A

/o a=Xo Xi & Xt b=x,

Rysunek 1. Definicja catki Riemanna na odcinku [a, b] c R.

Bardzo waznym wynikiem rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej zmiennej, ktory taczy
pochodng z catkg oznaczong, oraz ktdry daje mozliwos¢ obliczania catki oznaczonej (Riemanna)
poprzez funkcje pierwotne (catki nieoznaczone) jest nastepujgce twierdzenie:



Metody matematyczne w technologii chemicznej
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

TwierDzeNIE. Jezeli f :[a, b] > R jest funkcja ciggta, to dla catki Riemanna zachodzi nastepujaca

rownosé
b
f f (x)dx = F(b) - F(a), (7)

gdzie F jest dowolng pierwotng funkcji f, tzn. F'=f.

Zatem obliczanie catki oznaczonej z funkcji ciggtej moze by¢ sprowadzone do znajdowania
pierwotnej. Na przykfad
1 1 b®-a’

_a3:
. 3 3 3

gdyz pierwotna dla funkcji x* jest %XS. Ponadto, poniewaz wykres funkcji X° nie ma fragmentéw

znajdujacych sie ponizej osi poziomej, wiec powyzszy wzér okresla pole pomiedzy parabolg a
dowolnym odcinkiem [a, b]c R lezgcym na osi Ox (Rysunek 2).

P =(1/3)(23-1%) = 8/3

Rysunek 2. Pole pod wykresem paraboli y=x2.

Zaleznos$¢ wyrazona we wzorze (7) jest tak wazna, ze zapiszemy jg jeszcze raz w nieco zmienionej
postaci i wyrazimy jako tzw. PODSTAWOWE TWIERDZENIE RACHUNKU ROZNICZKOWEGO | CAtKOWEGO funkcji
jednej zmiennej. W wypowiedzi twierdzenia, C([a, b]) oznacza zbiér wszystkich rzeczywistych

funkcji ciggtych okreslonych na odcinku [a, b].

Twierpzenie. Niech f e C([a, b]) oraz F(x):jf(s)ds dla xe€[a, b]. Wtedy F jest rézniczkowalna

oraz
F'(x)=f(x) dla xe]a, b]. (8)
Funkcje zdefiniowana przez catke po zmiennym obszarze ([a, X]) tak, jak to jest w powyzszym

twierdzeniu, czyli F(X) = JX f(s)ds, okresla sie czasami jako ,funkcje gérnej granicy catkowania”.
a

Jezeli na przyktad zdefiniujemy funkcje wzorem
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F(x)= j'e‘sz ds, (9)

to wzdér ten poprawnie definiuje funkcje F dla kazdego XeR. W zasadzie nie ma prostszego
sposobu wyrazenia catki nieoznaczonej je’sz ds (catka ta nie wyraza sie w sposéb skoiczony poprzez
funkcje elementarne), ale mozemy okresli¢ zachowanie sie funkcji danej wzorem (9). Wiemy jaka jest
pochodna tej funkcji — co wynika ze wzoru (8): F’(x):e’xz. Na przyktad F'(0)=1,
F'()=e"~0,3679.

Podobnie jak dla catki nieoznaczonej, tak samo dla catki oznaczonej istniejg wzory na catkowanie
przez czesci oraz na zamiane zmiennej (catkowanie przez podstawienie).

Catkowanie przez czesci

Dane sg funkcje f,g:[a, b]—> R réiniczkowalne w sposéb ciagly (to znaczy f,geC'([a, b])).

Wtedy zachodzi réwnosé

b b

[ £099'09dx=[F ()g ()L - [ F'(x)g(x)dx. (10)
Na przyktad

Ixsin X dx :Ix(—cos X)" dx = (—xcos x)|y —Ix’(—cos X)dx = —(z cos z —0cos0) +Icosxdx

0 0 0 0
=0
=—n(-1)+0=r.
xsin(x)_
‘ /(__,.)» T
/// \\\
L3 P S

\
ol /____Si_nQ()_______

!
= ‘\
-035+ \
\

\

Rysunek 3. Wykresy funkcji y = sin(X) i y = X- sin(X) na przedziale [0; 1,17].
Zatem pole pod wykresem funkcji Xsinx na przedziale [0, 7] jest wieksze od pola pod wykresem
funkcji sinx: J: xsinxdx =7 > J.Oﬁsin xdx = 2. Zalezno$¢ takg wyraznie sugerujg wykresy tych funkcji
wykresach (Rysunek 3).
Catkowanie przez podstawienie (zamiana zmiennych w catce)

Dana jest ciggta funkcja f :[a, b] > R. Niech X =¢(t) bedzie rézniczkowalna w sposdb ciggty. Wtedy

zachodzi rownos¢
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[ 1090 = [ 1 (p(O)0 )0t (11)

gdzie granice catkowania po nowej zmiennej t sg wyznaczone z réwnosci a=¢(t,), b=p(t,).
Czasami zamiast podstawiania X = ¢(t) uzywamy t =w(X). Ale to dalej sprowadzi¢ mozna do
pierwszego podstawienia, gdyz z réwnosci t =/ (X) mozemy wyliczyé x =y *(t) (tutaj symbol ™

oznacza funkcje odwrotng do ).

Na przyktad

P t=x 1 1 1
xe™ dx = =|Zetdt==(-e")[==(-e? — (-
! {dt:Zde} {2 o e k=5 7))

_ %(e“ — &%) ~0,00909611.

Nieréwnosc¢ Schwarza [nieobowigzkowe]

W przypadku stosowania catek czesto zachodzi koniecznosé szacowania pewnych catek przez inne
(oszacowanie oznacza w matematyce uzycie nieréwnosci). Jednym z takich przyktadéw jest
nierownos¢ Schwarza (szczegdlny przypadek nieréwnosci Cauchy’ego—Schwarza):

| j f (x)g(x)dx| < [ j f 2(x)de ( j gz(x)de (12)

Dowdd. Nieréwnos¢ Schwarza dla catek dowodzi sie stosunkowo prosto. Wystarczy skorzystac z
dwdch faktow: catka z funkcji nieujemnej jest nieujemna oraz catka jest operacjg liniowa.

Definiujemy pomocniczg funkcje W= Ww(t) zmiennej t € R nastepujaco
b
w(t) = [(f () ~t-g(x))*dx.
Z definicji tej wynika, ze W(t) >0 dla kazdego t € R. Ponadto mamy
b b
w(t) = [ (F () —t-g())?dx = [ £2(x) =2 (x) -t g () +t°g* (x)dx =
b b b

= [ £209dx—2t[ £ ()g(x)dx +1* [ g (x)dlx.

Widag, ze funkcja W(t) jest tak naprawde tréjmianem kwadratowym w(t) = a,t* + at +a,, gdzie

a, :I f2(x)dx, a = —2J. f(x)g(x)dx, a, :J'gz(x)dx.
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Poniewaz dla tréjmianu tego jest W(t)>0 oraz a, >0, wiec jego wyréznik nie moze by¢ dodatni!

Zatem zachodzi A <0, czyli
b 2 b b
A=a?-4a,, :[-2] f (x)g(x)dxj —4jg2(x)dxj f2(x)dx <0

4(} f (x)g(x)dxj

skad mamy nieréwnos¢ (12).

2

< 4j"g2(x)dxi f2(x)dx,

PRzZYKLADY

2 1.,F 1 1 1
1)jx3dx=—x4 — Tt =4 =375,
) 47| 4 4 4

2) Jakie jest pole pod jednym tukiem funkcji sinus, a jakie pod sinus do kwadratu?

Catkujemy funkcje sinus na odcinku [0, 7]:

.[sin xdx =—cos x|, =—cos 7 —(-cos0) = ~(-1) - (-1) = 2.
0

Catkujemy funkcje sin® X po odcinku [0, 7]:

jsin2 xdx =Ide :lj'(l—c052x) :l(x—lsin X) [5
0 0 2 29 2 2

1 1. 1. V4
==(r—=sinz—(0—-=sin0)) =—.
2 2 2 2
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Rysunek 4. Wykresy funkcji sin(x) i sin?(x) na przedziale [0, «].

dx

1
3) Obliczy¢ catke oznaczong IZ—
o X°+6x+10

Funkcja podcatkowa jest funkcjg wymierng — ale juz w postaci utamka prostego. Jest tak dlatego, ze
wielomian, ktéry jest w mianowniku nie jest juz rozktadalny w zbiorze R. Mozna to sprawdzié
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obliczajac wyréznik: A =6°—4-10=36—40 = —4 < 0. Zapisujemy teraz wielomian tak, aby mozna

byto zastosowa¢ podstawienie sprowadzajgce go do postaci t? +1.
X +6x+10=x*+2-X-3+3+10-3° = (x+3)* +1.

W tym przypadku podstawienie bedzie bardzo proste: t = X+ 3, zatem dt = dX. Liczymy

j dx  _ dt

1 4
dx 4
= =arctgt| =arctg4—arctg3~0,07677.
X* +6x+10 !(x+3)2+1 -!-t2+1 9t J J

0

Obliczona catka jest réwna polu obszaru zaznaczonego na ponizszym rysunku na zétto. Z rysunku
widaé, ze dobrym przyblizeniem tego pola jest pole trapezu o wysokos$cih =1 -0 =1 i podstawach

a=z;
X +6x+10

=0,1 oraz bz% =i,
o0 X +6x+10|,_, 17

zatem h(a+b)/2=1-(0,1+1/17)/2~0,07941 co jest nieztym przyblizeniem catki (0,07677).

. 0.15 |

0.05 | T

4) Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi y = X?, X = y2.
Z okreélenia drugiej krzywej widaé, ze X>0, zatem mozemy to drugie réwnanie zapisad

rownowaznie jako Yy = x/; Ponizej sg pokazane wykresu obu funkcji.
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10 “0s 05 1.0 15 2.0
Punkty wspdlne znajdujemy przyréwnujac do siebie obie funkcje, co daje rownanie: x* = \/; Z tego
rownania mamy

x*=x czyli x*-x=0 =
X(x*~1)=0 < x=0lub x* =1.

Jedynymi rozwigzaniami tego réwnania s3 X=0 oraz X=1. Oznacza to, ze wykresy przecinajg sie
tylko dla tych argumentéw (co zresztg wida¢ na rysunku). Tak wiec pole zaznaczonego obszaru

1
:(Exs/z _lxsj
o \3 3

mozemy obliczy¢ jako catke z réznicy /X — x? na przedziale [0, 1].

1

1 1 1 1
J‘(\/;—xz)dxj(x”z —XZ)dX :(—Xh—llz __ij
0 0

1+1/2 3 0
=(213/2_l13j_(203/2_l03j=g_l_0:l.
3 3 3 3 3 3 3

5) Obliczy¢ pole kota przy pomocy catki oznaczonej.

Ogélne réwnanie okregu na ptaszczyznie ma postaé (X—X,)° +(y—Yy,)=r>, gdzie X, Y, to
wspotrzedne srodka, a r >0 jest promieniem okregu. Wystarczy jednak ograniczy¢ sie do przypadku
okregu o $rodku (0,0): x* +y?> =r°. Z réwnania tego mamy Yy =++r’>—x?, wiec gérna potdwka

kota zawarta jest pomiedzy odcinkiem [-r, r] a wykresem funkcji f(x)=+/r*> —x*. Tak wiec
r
P= ZI\/r2 — x2dx.
—-r

Stosujemy podstawienie X =rsint, skad dx=rcostdt. Ponadto wida¢, ze xe[-r,r] = te[-%, Z].

Mamy wiec
r zl2 zl2
P=ZI\/r2—x2dx:2 j \r? =r?sin®t rcostdt = 2r® I \J1-sin’tcostdt =
_r -rl2 -l2

zl2 zl2

=2r? j \Jcos? tcostdt = 2r? j cos’ tdt.

-l2 -l2
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Teraz wykorzystujemy tozsamos¢

C082t=1+C082t,
2
co po podstawieniu do catki daje
zl2 zl2 7l2 /2
P =2r2 j —(1+c032t)dt—r ( J 1dt + I cos2tdt) = zr? +r? (4sin2t)|"
77;/2 -l2 -zl2

=zr? +r’(isin(z/2) - isin(-z/2)) = zr?

6) Podac zaleznoé¢ redukcyjna dla catki jcosn xdx n=0,12,...
0

zl2
Oznaczamy J = J cos" xdx, n=0,1,2,.... Oczywiscie mamy

2 zl2 zl2 zl2

_ 0 . _z _ 1 _ _
Jo= ‘!.‘ cos” xdx = lldx_ > J, = !cos xdx = !cosxdx_l. (13)

Dla n>2 catkujemy przez czesci

7l2 7l2 7l2 xl2
J, = j cos" xdx = j cos"™" x cosxdx = j cos" ™ x (sinx)’dx = (cos" " xsin x)7'? — _[ (cos"™ x)'sin x dx
0 0

7l2 zl2
=co0s"*(r/2)sin(z/2) —cos"*(0)sin(0) — j (cos" ' x)'sinxdx=0-0—(n-1) J c0s"* x(—sin x)sin x dx
0 0

wl2 wl2 wl2

=(n-1) j cos"? xsin® xdx =(n —1) j cos" % x(1-cos® x)dx = (n 1) j cos"% x —cos" x dx
0 0

7l2 7l2

=(n-1) I cos" % xdx —(n—-1) I cos" xdx=(n-1J, ,—(n-1)J,.
0 0

Mamy wiec réwnos¢ J, =(n-1)J, ,—-(n-1)J,, skad ann—_lJn_z. Ostatecznie mozemy to
n

podsumowad
3 =0ty noas
n (14)
T
Jo=5 di=1
Na przyktad
i 3, 31. 3z 3
J, = _[cos xdx==J,=—-=J,=—=—=—r,
4 4 2 82 16
72
Jo = jcos Sxdx=23 =f-3J1=f-3-1=£,
5 5 3 5 3 15
)8, 642, 642, 16
7 753 753 35
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7) Jezeli przesuwamy po linii prostej ciato dziatajac sitg F(X) do punktu x=x do x=X,, gdzie
X, <X,, to praca wykonana przez tg site wynosi W =J.F(X)dx. PéZniej zobaczymy, Zze jest to
X
szczegolny przypadek ogdlnego wyrazenia na prace W =<j>F(r)'dS gdzie y = R? jest drogg po ktérej
/4

przemieszczato sie ciato pod wptywem pola sit F, a kropka () oznacza iloczyn skalarny wektoréw.

Rozwazmy prace jaka wykonujemy S$ciskajgc lub rozciggajac sprezyne od potozenia réwnowagi.
Przyjmijmy, ze sprezyna spetnia prawo Hooke’a i rozciggnieta zostata o dtugos¢ (. Dla takiej sprezyny
mamy F(x)=-kX, gdzie k >0 jest jej sztywnoscig. Sita ktdrg przyktadamy jest przeciwnego znaku,

czyli wynosi ona kXx. Zatem

4

1

W=jkxdx=ijdx=k5x2 L
0 0

=Z=k(2, 15
5 (15)

0

Mozemy ten wynik tez zinterpretowaé nastepujgco: w sprezynie zostata zgromadzona energia
2
(potencjalna) rowna -

8) Obliczy¢ objetos¢ stozka o wysokosci H i promieniu podstawy R.

Obliczenie objetosci bryt tréjwymiarowych w ogdlnosci wymaga uzycia catek objetosciowych. Czesto
jednak (zwtaszcza, gdy bryta posiada jakgs symetrie) mozina uzyska¢ objetos¢ wykonujgc tylko
catkowanie funkcji jednej zmiennej. W przypadku stozka zauwazamy, ze na wysokosci h przekroj
poprzeczny jest kotem o promieniu

r=R(1-h/H),
co wynika z twierdzenie Talesa. Objetos¢ ,,plasterka” o podstawie r i wysokosci dh wynosi

dV = 2zr’dh.
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Catkujemy teraz te elementarne objetosci po h€[0, H] i korzystamy z wyrazenie na h aby uzyska¢

petng objetosc

H moo H 2 L ) s=1-h/H
vzjdvzjzm dh:jzﬂ(Ra—h/H)) dh=27R j(l—h/H) dh =
) ! ) ) ds =—dh/H

1

0 0 1
zzﬂszsz(—Hds)=—27zR2Hjszds=2ﬁR2Hjszds=27zR2HEs?} =27R H{g—o} (16)
1 1 0

0
1
=—27R°H.
3
Uzyskalismy znany wynik: objetos¢ stozka = (1/3)-(pole podstawy)-(wysokos¢).
Zadania

Zad. 1) Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi y =InXx, y = In? x.
Zad. 2) Obliczy¢ pole elipsy, ktorej brzeg dany jest rownaniem — +-— =
a

Zad. 3) Naszkicowaé wykres funkcji y = xe ™, gdzie a>0 jest ustalone. Obliczyé pole P, figury
ograniczonej krzywymi Yy =Xe ™, y =0 (czyli chodzi o cze$¢ lezaca nad przedziatem [0, «)). Jaka

jest granica limP, ?
a—oo

Zad. 4) Obliczy¢ cafki

6 3 Vg

(a) [ x|x* ~3x]dx. (b) [sgn(x® - x)dx (©F [ xsinx
] b < 1+ cos® x
x4l z

d dx. e) K,=|sin"xdx dlan=0,12,...

(d) j o © K, I

Zad. 5) Obliczy¢ catki oznaczone niewtasciwe

(a)T X (b) Te*ax cosbx, gdzie a> 0.
- 1+ x* !
%1 . T .

(c) j—pdx, gdzie peR. (d) Ie x"dx, gdzien=0,12,...
1 X 0

Zad. 6) Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkcji Y =InX, osig Ox oraz prostymi x=a i

Xx=Db, gdzie 0<a<1, b>1.

Zad. 7) Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywa yz;, dla x>0, oraz osiami uktadu

XL+ x)
wspotrzednych. (Wsk. podstawienie t = \/;).
Zad. 8) Zatdéimy, ze sprezyna ma charakterystyke progresywnga, tak, ze jej sztywnos¢ rosnie z
ugieciem wg zaleznosci k(X) =Kk, +aX, gdzie k,, @ sa dodatnimi parametrami. Jaka jest energia

zgromadzona w sprezynie gdy zostanie ona ugieta o dtugos$¢ (?
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Zad. 9) Ciato masie m, ktére mozemy traktowac jako punkt materialny znajduje si¢ w odlegtosci T,
od $rodka planety o masie M. Planeta ma ksztatt kuli o rozktadzie masy jednorodnym, a odlegtos¢

jest wieksza od promienia planety R. Jak zmieni sie energia potencjalna tego ciata gdy zostanie ono
przemieszczone do innego potozenia, ktérego odlegtos¢ od srodka planety bedzie 1, ?
) e . . Mm . .
Wsk. Sita grawitacji dziatajgca na ciato ma posta¢ F(r)=-G—T, gdzie G to uniwersalna statfa
r

grawitacji, r— odlegtos¢ masy m od srodka planety, T — wektor jednostkowy (wersor) skierowany
od srodka planety do masy m.



