Metody matematyczne w technologii materiatow, AGH
Krzysztof Szyszkiewicz

Uwaga: Prosze pamietac, ze na zajeciach obowigzuje takze znajomos¢ omdéwionych w materiatach
przyktadéw!!! Zadania z gwiazdka nie s3 obowigzkowe.

CALKOWANIE FUNKCJI WYMIERNYCH

DEFINICIA. Funkcjg wymierng nazywamy funkcje postaci f(X)=%, gdzie P(X) i Q(X) sa
X

wielomianami.

Interesowac¢ nas beda tylko funkcje wymierne rzeczywiste, tak wiec x € R oraz wspodtczynniki
wielomianéw P(X) i Q(X) sg rzeczywiste. Oczywiécie funkcja wymierna okreslona jest dla

xeR\{aeR: Q(a)=0} (tzn. dla wszystkich X z wyjatkiem miejsc zerowych wielomianu Q(X)).
Przyktady funkcji wymiernych to

X 2 1 5x°-3x+6 -2x"+3x+1 3x?+1
x+1 x*-1" x° X*+x-2" X+l " (x=1)*(x-3)(x*+4)*

4x° + x —1.

Zauwazmy, ze wielomian jest szczegdlnym przypadkiem funkcji wymiernej (wtedy Q(x) =1, czyli w

liczniku jest wielomian stopnia zerowego).

. . . P(x .. : . . . . .
Obliczenie catki J‘%dx z funkcji wymiernej jest ,w zasadzie mozliwe”, ale pod warunkiem ze
X
potrafimy wyznaczyé pierwiastki (miejsca zerowe) wielomianu Q(x). Catka ta wyraza sie poprzez

funkcje elementarne oraz pierwiastki réwnania Q(x) =0.

Aby obliczy¢ catke funkcji wymiernej, rozktadamy jg na sume tzw. utamkdw prostych, ktére mozna juz
catkowaé w sposéb elementarny.

DEFINICIA. Utamki proste sg to funkcje wymierne o nastepujgcej szczegdlnej postaci

A Bx+C
(x—a)" (xX*+bx+c)"

gdzie A=b*—4c<0 oraz n,meN. (1)

Prosze zwrdci¢ uwage, ze zgodnie z zatozeniem A <0, funkcja kwadratowa w mianowniku drugiego
utamka prostego, x> +bx+c, nie posiada pierwiastkow (rzeczywistych), a zatem wyrazenie

x* +bx + ¢ nie rozktada sie na czynniki liniowe postaci x — X,

Pierwszy typ utamkéw prostych catkuje sie bardzo prosto:

A X—a)™+C, dla m>1,
[——dx = T (2)
(x-a) In|x—ea|+C, dla m=1.
Na przyktad:
[ dx=— (x-2) " +C=-——>_+C, [——dr=2Inlx—7+C.
(x=2) —4+1 3(x—3) X—
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Catkowanie utamkdéw prostych drugiego typu jest bardziej ztozone. Po pierwsze warunek A<0
oznacza, ze tréjmian kwadratowy x* +bXx+C nie ma miejsc zerowych rzeczywistych, to znaczy nie

moze by¢ roztozony na czynniki prostsze: (X—X )(X—X,) w dziedzinie rzeczywistej. Aby uproscié

rachunki zwigzane z obliczaniem catki I dx, zapisujemy wielomian wystepujacy w

(x* +bx +c)"

mianowniku nastepujgco

2 2 2 2 2
x2+bx+c:x2+2x9+[9) —(Ej +c:(x+9j +M:(x+9j +£, (3)
2 \2 2 2 4 2 4

gdzie sktadnik % jest dodatni. Zatem mozemy dalej przeksztatcié

2
by -A -A[(x+3
X2 +bx+c=| X+= | +—=— 2| +11. (4)
2 4 4 || L2
. - . o x4+ Bx+C
Stosujac teraz podstawienie (zamiana zmiennej) t = N sprowadzamy catke Jﬁdx do
-2 (x* +bx+c)

postaci, w ktérej wyeliminowany bedzie sktadnik bx:

o A Pl R

n 2 n
i n X+ 9 —A (t +l) 2
4 L2 (5)

=(ijn_ J’Z;dhr(ijn_ (C—ngj%dt
—A (t°+2)" —A 2)7 (t°+1)"

Tak wiec musimy umie¢ obliczy¢ catki typu _[

Bx+C Bx+C

P
(X" +bx+c) b
2

ﬁdt oraz Iﬁdt. Pierwszg z nich oblicza sie
+ +

tatwo dzieki czynnikowi t w liczniku:

1 1

——, dlan>1
t 2(—n+1) (t°+1)
J(t2+1)” o= 1 ©
E|n(t2+1), dla n=1.
t 1 t 11 t t 1
N ktad dt=>In*+)+C, | —di=—>5—+C, | o—mdi=—"—"1+C
a przyiia It2+1 2 (4D J‘(t2+1)2 2t +1 J‘('[2+1)3 4 (" +1)°

Drugg catke (In = I (t2d+t1)") mozna — catkujac przez czesci — sprowadzi¢ do catki |, = I(tzfﬁ (wzor

redukcyjny). Mamy bowiem dla n>2:
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1 t?+1 t 1 t
| =|————dt= dt— dt = dt— |[t———dt =
! J.(t2+1)“ J-(t2+1)” I02+D” I02+D”1 J(R+D“

!

1 t 1
=l -]t dt=1,,- +|t dt =
" I [2(—n +1)(t° +1)“‘1] "2(-n+D)(t? + )" -[ 2(-n+(t* +n™*
t 1 1 t 1
- + dt=1_,- + .=
" 2(=n+D)E*+D)"t  2(=n+1) I >+ " 2(=n+D)(*+D)"? 2(-n+1) "
t 2n-3

- 5 —+ I .

2(-n+)(E*+D"  2(n-1)

1

Ponadto dla n=1 catka I, :Itz +1dt =arctgt + C. Ostatecznie mamy wzory
t 2n—-3
— —— l,,, dlan>1
| =4 2(-n+)E2+)"* 2(n-1) (7)
arctgt+C, dlan=1.

Tak wiec catkowanie funkcji wymiernych sprowadza sie przede wszystkim do rozktadu danej funkcji
wymiernej na sume utamkoéw prostych. Po dokonaniu takiego rozktadu kazdy utamek moze
scatkowac wg schematu pisanego powyzej (wzory (2), (6), (7)).

W przypadku poszukiwania rozktadu funkcji wymiernej na utamki proste kierujemy sie ponizszymi
zasadami:

(i) Kazdy czynniki w mianowniku, ktéry ma postaé (x—a)™, generuje nastepujacg sume:

Ai+A2++'A*“ (8)

Xx—a (x-a)* = (x-a)"

(ii) Kazdy czynniki w mianowniku, ktéry ma posta¢ (x* +bx+c)", przy warunku A =b?—4c <0,
generuje nastepujaca sume:

B, x+C, B,x+C, B,x+C,
5 +— st —
X“+bx+c (X“+bx+c) (X“+bx+c)

(9)

Jak wyznaczy¢ wspétczynniki A, B,, C, bedzie pokazane w przyktadach. W praktyce sprowadza sie

to do rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych.

PRZYKLADY

dx
1) J‘W Mozemy te catke obliczy¢ tak jak zostato to pokazane przy wyprowadzeniu
X"+

zaleznosci (7) lub skorzysta¢ wprost z tego wzoru. Dla praktyki wykonamy jednak jeszcze raz
poszczegdlne kroki obliczania tej catki:
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dx X +1 X
I(x2+1)2=I(x2+1)2 x I(x +1)? _Ix 1 Ix(x2+1)2dxz

1 1Y 1 1 1 1
=arctgx — | X| —= dx =arctgx — x| —= + x| == dx =
g j( 2x2+1j g ( 2x2+1j I ( 2x2+1j

1 X 1

—arctgx+£ X —E
2x2+1 2
—1 X +1arctgx
2 x2+1 '
Zatem
dx 1 1
I(x2+D2 T +-§amtgx + C. (10)
dx
2 .
)-[x3+1

Dokonujemy rozktadu mianownika na czynniki nierozktadalne, np. korzystajgc ze wzoru skréconego
mnozenia a° +b® = (a-b)(a® +ab+b?):

X2 +1=(x+1)(x* = x+1),

a nastepnie szukamy rozktadu funkcji wymiernej

3 na utamki proste postaci (1). Zauwazmy, ze
X +1

tréjmian kwadratowy X* —x+1 jest nierozktadalny (A=-3<0). Z regut (8) i (9) postulujemy
nastepujacy rozktad na utamki proste:
1 1 A N Bx+C
X+l X+ -x+1D) x+1 x*—x+1

skad

1 _A(xz—x+1)+(Bx+C)(x+1) (A+B)X*+(- A+B+C)x+(A+C)
X+l (X+1)(x* —x+1) x> +1

Aby zachodzita powyzsza rownos¢ dla kazdego x € R musi zachodzi¢
1=(A+B)X* +(-A+B+C)x+(A+C) dlaxeR.

Poréwnanie wspdtczynnikéw wielomiandéw wystepujgcych po obu stronach daje linowy uktad réwnan

A+B =0,
-A+B+C =0,
A+C =1.

Rozwigzanie tego ukfadu: A—% B =—%, C =§, zatem
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1 3 -3x+3 1 1 1 —x+2

3,1 2 - T2 '
Xx*+1 x+1 XxX"—x+1 3x+1 3x° —x+1

_lpx +1 2_X+2 dX=lIn|x+1|+1I.PoIiczmyjeszczeca’er l:
¥+1 39x+1 392 —x+1 3 3

skdj

X+ 2 —X+2 X dx
N _I(x N I(x g O I(x 753

:_ﬂ de+§ d—)i
) +1

3 (i) ., 3 (

x—1
Teraz stosujemy podstawienie t = —2 wiec dt = %, dx = %dt. Zatem
2

o

.%,‘

3 l

.__4ILI f £ dt _ﬂé g 2 f ‘MI
39 t?41 2 t2 41 t2+1 t2 +1 241
NEREE] 1
- =—_In(t? +1) ++/3arctgt.
t*+1 [ 3 3 J.t2+1 2 ( ) B3 g

Woracajac do ,starej” zmiennej X otrzymujemy

N\H

1 X—1 2 X— 1 2X—
| =—=1n 2 | 4+1)++/3arct ==In(4 x* —4x+2)++/3arct +C.
> ((@j )++/3arctg R (4x* —4x+2)++/3arctg

1
J3
Ostatecznie mamy po uproszczeniu

I SX =—In|x+1|+ In(4 x° —ix+2)+£arctg
x’+1 3 6 3

_1+C.

3

X+1

3) Obliczy¢ catke Im

Wielomian w mianowniku jest juz roztozony na czynniki X—1, x* +1, przy czym czynnik x—-1

wystepuje dwukrotnie. Rozktad na sume utamkdéw prostych jest zatem nastepujacy

X+1 A N B +Cx+D
(x-D%(x*+1) x-1 (x-1)* x*+1°

(11)

co po pomnozeniu przez mianownik (x —1)*(x”> +1) prowadzi do réwnosci
X+1= A(X-1)(x* +1) + B(x* +1) + (Cx + D)(x —1)?
dla kazdego x € R. Porzadkujemy prawg strone wzgledem poteg Xx:
X+1=(A+C)x*+(-A+B-2C+D)x*+(A+C -2D)x+(-A+B+D),

skad po poréwnaniu wspdtczynnikow przy tych samych potegach X uzyskujemy uktad rownan
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A+C=0,
-A+B-2C+D=0,
A+C-2D =],
-A+B+D=],

ktérego rozwigzaniem jest A=-1/2,B=1, C=1/2, D=-1/2. Podstawiamy do (11):

x+1 -3 1 ix-1
= + + .
(x=D*(x*+1) x-1 (x=-1)?* x*+1

Teraz mozemy catkowac:

X+1 1 1 X 1
—dx=-1 dx + dx+42 dx—-1% dx =
J.(x—l)z(xz +1) ij—l J‘(x—l)2 ijz +1 ijz +1

:—lln|x—1|—i+1-lln(x2+1)—larctgx=—lln|x—1|—i+lln(x2+1)—1arctgx,
2 x-1 2 2 2 2 x-1 4 2

co mozna ostatecznie zapisac tak

n\/x2+1 1

| x—=1| Cx-1

J' X+1

1
—_— — Zarctgx + C.
(Xx=D2(x*+1) g 41et

_1
2

X
4) Obliczy¢ catke | —— dx
I (x—2)(x* +1)°
Mianownik jest iloczynem czynnikéw nierozktadalnych: jeden czynnik (x —2) i dwa czynniki (x* +1).
Zatem zgodnie z informacja zawartg w (8) i (9) mozemy postulowac rozktad funkcji podcatkowej na
nastepujgca sume utamkéw prostych:

X A +Bx+C+ Dx+E
(x=2)(x*+1)> x-2 x*+1 (FP+1)7*

(12)

Mnozymy obie strony przez mianownik (x —2)(x> +1)* co daje
x=A(x* +1)* +(Bx +C)(x —2)(x* + 1)+ (Dx + E)(x - 2)
i porzgdkujemy
x=A(x* +1)* +(Bx +C)(x —2)(x> + 1)+ (Dx + E)(x - 2),
x=A(x* +2x* +1)+(Bx +C)(x* =2x* + x = 2)+ Dx* + (2D + E)x - 2E,
x=(A+B)x*+(2B+C)x’ +(2A+B-2C+D)x* +(-2B+C—-2D+E)x+ A-2C - 2E.
Poréwnujgc wspétczynniki wielomiandw po obu stronach réwnosci otrzymujemy uktad liniowy

A+B=0
-2B+C=0
2A+B-2C+D=0
—2B+C-2D+E=1
A-2C-2E=0
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Rozwigzujemy ten uktad:

B=—A =

2A+C=0, A-2C+D=0, 2A+C-2D+E=1, A-2C-2E=0.
C=-2A =

5A+D=0,-2D+E=1, 5A-2E=0.

D=-5A =

10A+E=1,5A-2E=0 = 25A=2,5E=1= A=1/25,E=1/5.

Ostatecznie: A=2/25, B=-2/25,C=-4/25, D=-10/25, E=1/5, wiec rozkfad (12) ma postaé

-2 4 -10 1
x 25 25 +25 2—5x+g 11 _2' x+2 _s. 2x -1
(x—2)(x* +1)° =2 P41 (X2+1)2 25 x*+1 (P +1)°
zatem catka
[——ar = | [ a2 [ 22 s [ 2| (13)
(x=2)(x"+1) 25\ x— 2 x +1 (x"+1)
Pierwsza catka to oczywiscie Inlx—21, druga
x+2 1
dx = x ==In(x* + 1)+ 2arctg x,
J.x2+1 J.x2+1 2 ( ) 8
a trzecia

J‘%dxzq%dx—j%dx:l—l 21 —_[ 21 Sdx=— 21 —I 21 S dx
(x*+1) (x*+1) (x*+1) 2 )x"+1 Y (x°+1) x+1 “(x"+1)

1
Ostatnie catka, Iz—lzdx, jest policzona w przyktadzie 1) (wzér (10)). Mozna tez skorzystac ze
X+
wzoru redukcyjnego (7). Mamy wiec

S X —— —larctgx+C.
(X +1) X“+1 2x°+1

I 2x-1 1 1 x
Wstawiamy policzone catki do (13) i porzgdkujemy

I%dx
(x=2)(x"+1)

-1 Inlx-21-2. l1r1(x2+1)+2arctgx -5 - L 1_x
25 2

+1 2x%+1

1
— —arctgx | |+C
2811' g JJ

=i 1n|x—2|—1n(x2+1)—§arctgx+ 25 +§ X g
5 2 +1 2x*+1

5) Obliczy¢ ca’fkej _13 d
sin” x

Oczywiscie mozna zastosowaé ogdlne podstawienie t = tg%x, ktore sprowadzi te catke do postaci

wymiernej, ale prosciej bedzie uzy¢ podstawienia t = C0S X. Mamy wiec
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dt =—sinxdx = dx=-dt/sinx,
dx _ dt _ dt
sinf®x  sin*x  (1-t?)?

dx dt
Isin3 X =] 1—t?)7

Woystarczy wiec catke J.(l%dt' Musimy wiec dokonaé rozktadu funkcji podcatkowej na utamki

2
)
proste. Funkcja catkowana ma postac
1 1
A-t*)?  ([1-t)’@+t)*’

tak wiec rozktad na utamki proste bedzie zawierat sktadniki A , > oraz , D >
1-t @-t) 1+t (1+1)

1 A B C D
2 2 = + 2t + 2"
1-t)°@+t)° 1-t (1-t)° 1+t (1+t)

(14)

Stad mamy dla kazdego te R
1=Al-t)1+t)*+B@A+t)*+C(1-t)*(L+t)+ D(1-1)°.

Tym razem nie bedziemy tworzyli uktadu réwnan liniowych tylko postaramy sie uzyskac
wspotczynniki manipulujac powyzszg réwnoscig (jest ona dla kazdego t € R). Podstawiajgc kolejno
t=1 -1 0 uzyskujemy B=%, D=1, A+C =1. Jezeli pomnozymy teraz réwno$¢ (14) przez 1+t, a
nastepnie obliczymy granice obu stron przy t — o, to otrzymamy dodatkowe réwnanie: 0=—-A+C.

Zatem A=C =1. Mozemy teraz wstawi¢ obliczone wspétczynniki A, B, C, D do (14)

R S | S S
A-t)2@A+t)? 4]1-t (@1-t)? 1+t (@1+t)* ]

wiec

J‘%dt:lj 1 + 12+ L + 12 dt=
(1-t%) 4711-t (1-t)° 1+t (1+t)

BT T S ) 1 ) P
2 1t 1+t 1-t

4
1+cosx|  2cosX J
+ )

Lt
1-t

Wracamy do wyjsciowej zmiennej (t =Cc0sX):

1 1 1+t 2t -1
I ——dx=-=/1In + = |=—|In
sin” X 4 1-t 4

1-t

1-cosx| 1-cos?x

czyli
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COS X 1
+

1, |[1-cosx
2sin’x 4

1+cosx

+C.

ZADANIA

Zad. 1) Obliczy¢ catki nieoznaczone.
1) Isinz XdXx.

zf.)jsin5 Xadx.

dx
5) | ——.
)Ix2+2x+2

NS
1+sinx’
Wskazowki:

Ad 2) Catkujemy przez czesci:

), = J. x"e*dx, aeR. (Wyprowadzi¢ wzér rekurencyjny.)

= Isin” xdX. (Wyprowadzi¢ wzér redukcyjny.)

6)-[3 5x?

8)J\/1+ e*dx, aeR.

= Isinn x dx :J'(sin”‘2 X) (1-cos® X) dx = Isin“‘2 xdx—J'sin”‘2 X cos® xdx

= —I —sm cos xdx = In_2—isin”‘lxcosx+fisin”‘1x(cosx)'dx
1 n-1

1 . . 1
=1 _,———sin"*xcosx———1_.

n—

n-1 n-1

Mozemy wyliczy¢ teraz | :

n—

1 . . 1 1 . . 1 .
=1, ——15|n” ' XCOS X — —1smn Yxsinxdx =1, ———sin"" xcos x ——— [ sin" xdx
n— n—

n-1 n-1

1 . . 1
Il =1 _,————sin"*xcosx———1_
n-1 n-1

()

-1,

n n-2

n

1 .
=1 _,———sin""xcosx,
n-1

—lsin”’lxcosx dlan=234,...
n

Ad 3) Podstawienie t =C0SX oraz tozsamoé¢ sin® x = (sin® x)* = (1—cos” x)°.

Ad 8) Podstawienie t =+1+e™.

5x+\/_

1 5 5 1
Odpowiedzi: 1 ———sm 2X); 3) ——cos X +—c0s3x ——cos5x; 3) arctg(l+x); 6
p ) 2 (2x); 3) 5 28 20 ) arctg(1+x); 6) f 5x_ V5

2sin 3 x ) E(\/1+eax —arctgvl+e™).
a

COS 3 X +Sin$ X

Zad. 2) Obliczy¢ podane catki z funkcji wymiernych.
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1)-[2x2—3x—2'
X+1 dx
3)-'.x —4x 4)J.x“erz—Z'
L 1
)j i rat °) jx“+1dx'

Wskazowki. W zadaniach tych musimy dokonaé¢ rozktadu wielomiandow (wystepujgcych w
mianownikach) na czynniki nierozktadalne, czyli postaci (x—a)", (X*+bx+c)", gdzie
A=b’-4c<0. W zadaniu 2) wystarczy skorzysta¢c ze wzoru skréconego mnozenia
a’ —b® = (a—b)(a* +ab +b?). W zadaniu 3) rozktad jest prawie natychmiastowy x° —4x=x(x*—4) i
dalej x(x* —4) = x(x—-2)(x+2). W zadaniu 4) mozemy sprébowaé zamieni¢ réwnanie czwartego
stopnia na kwadratowe: oznaczamy t = x?, i dokona¢ rozktadu tréjmianu kwadratowego obliczajac
jego pierwiastki. Uzyskamy wtedy rozktad: x* + x> —2=(x* + 2)(x—1)(x+1). W zadaniu 5) prosze
wykorzystac fakt, ze jeden z pierwiastkdw mianownika to X, =—1. Aby dokona¢ dalszego rozktadu
wystarczy wielomian podzieli¢ przez dwumian X—X, = X+1. W zadaniu 6) mamy wielomian X" +1.
Rozktad na czynniki mozna przeprowadzi¢ na dwa sposoby:

Sposéb 1 (trudniejszy): Z teorii wiadomo, ze kazdy wielomian rzeczywisty mozna roztozy¢ na czynniki
liniowe lub kwadratowe (juz nierozktadalne). Wielomian x* +1 nie moze jednak zawieraé¢ w swoim

rozktadzie czynnikow liniowych (bo wtedy miatby przynajmniej jeden pierwiastek rzeczywisty, a z
postaci wielomianu widzimy, ze nie moze mieé¢ zadnych pierwiastkéw w R). Zatem w rozktadzie

musza wystepowaé tylko czynniki kwadratowe X*+1=(x*+bx+¢)(X* +bx+cC,). Znalezé
wspétczynniki by, ¢, b,, C, (wymnazajac prawg strone, porzadkujac i poréwnujac z lewa strong).
Poniewaz zachodzi¢ c,Cc, =1, wiec mozna sprébowac ¢, =c, =1. Wtedy do wyznaczenia zostang tylko
b, ib,.

Sposob 2 (tatwiejszy — ale ,trikowy”): x* +1=x* +2x* +1-2x* = (x* +1)* —2x°.

_1\2

Odpowiedzi: 1) iIn(2x+1)+zln(x—2); 2) —iarctg 2XJF1+1 n (ZX Y ;

10 5 J3 3 6 X +x+1
3 1 1 1 X x—1 1 2, x=2
3) SIn(2-x)—=Inx—=In(x +2); 4) =(—/2arctg—+In ;5 +—=In———;
)8( ) 4 8( ) )6( gJE x+1) )3(2—x) 9 x+1

1+fx+x
\/_ 1- \/_x+x

T(arctg(l J2x) - arctg(1+J_x))



