Metody matematyczne w technologii materiatéw
Krzysztof Szyszkiewicz

DEFINICIA. Funkcjg pierwotng lub catkg nieoznaczong funkcji f:D — R okreslonej na zbiorze
otwartym D c R nazywamy dowolng funkcje rézniczkowalng F : D — R takg, ze F' = f. Oznacza

to, ze dla kazdego X € D zachodzi F'(x) = f(x).

Pierwotng oznaczamy tez symbolem I f (x)dx.

Na przyktad dla f (x) = x* funkcjg pierwotna jest F(x) =%X3, poniewaz

F'(x) =(%X3J =%-3x2 =x*=f(x).

1 1
Ale pierwotng tez jest funkcja Fl(x)=§X3+7, czy FZ(X)=§X3—1. Dlatego wynik najczesciej

zapisujemy tak
1
Ixzdx =§x3 +C,

gdzie C e R jest dowolng stata.
Mozna udowodni¢ nastepujgce fakty:

1) Jezeli f:D — R jest ciggta, to posiada pierwotna.
2) lezeli dziedzina D funkcji jest odcinkiem, to dowolne dwie pierwotne F,, F, funkcji f

réznia sig¢ o pewng statg: F(X)—F,(x) =C dla xe D.

WZzOR NA CALKOWANIE PRZEZ CZESCI

Dane s3 dwie funkcje f, g, o ktérych zaktadamy, ze posiadajg ciggte pochodne. Wtedy zachodzi

nastepujgca rownosé

[ £009'(0dx = (g (- [ () g(x)dx. (1)

Wz6r ten umozliwia czasami obliczenie catki nieoznaczonej poprzez sprowadzenie jej do prostszej
postaci.

PRZYKLADY
1) Skorzystamy z pochodnej funkcji €*: (e*)' =e* oraz z tego, ze X' =1:

Ixexdx :Ix(ex)’dx = xe* —Ix'exdx = xe” —Iexdx =xe*-e*+C =

=(x-1)e*+C.



Metody matematyczne w technologii materiatéw
Krzysztof Szyszkiewicz

'[In xdx=Ix’In xdx = xIn X—Jx(ln x)’dx=x|nx—jx£dx=
X
xlnx—fldx: XInx—x+C =x(Inx-1)+C.
3)
Ixsin xdx :J'x(—cos X)'dx = x(—cos x)—Ix’(—cos x)dx

=—xcosx+Icosxdx:—xcosx+sinx+C.

jxcos xdx :_fx(sin X)'dx = xsin x—'[x’sin xdx

= Xsin x—_[sin xdx = xsin x+cos x+C.

sz sin xdx = _[ X% (—c0s X)'dx = X*(—cos X) —J'(xz)’(—cos x)dx
=—x° cosx+2jxcos xdx = —x* cos X+ 2(xsin x+cosx)+C =

=—X*C0S X+ 2Xsin X+ 2cos X+ C.

Ixz cos xdx :sz (sin x)'dx = x*sin x—'[(xz)'sin xdx =
= x?sin x—ZJ.xsin xdx = x?sin X — 2(—xcos X +sin x) + C

= x%sin x+2xco0s x—2sin x + C.

2

dx 1+ X% —x? 1+ x? X
J.(1+x2)2:-|.(1+x2)2 :J(1+x2)2 _I(1+x2)2dx

2

dx =arctg x — I

1
:jl+x2 J.(1+ x?)? x?)? o

2
X
Musimy teraz obliczy¢ catke Im dx. W tym celu wykorzystamy catkowanie przez czesci:
+ X

X 1 1Y 1
e e LR L G v L e el e

X 1 1 X 1
=————+— | — dX=-———-+arctg x+C.
2(1+x%) 271+x 2(1+x%)

Ostatecznie
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2
IL“ =arctg x—jx—“dx =arctg x — ——2+larctgx +C =
@+ x°) @+ x°) 2(1+x°) 2
zlarctg x+%+c.
2 2(1+ x2)
ZADANIA (Czes$¢ 1).
Obliczy¢ podane catki wykorzystujgc catkowanie przez czesci.
1) J'xsin xdXx. 2) J'x2 In xdx.
3) Ixsexdx. 4) jlnz xdx.
5) jx3 sin xdx. 6) Iex sin xdx.
7) '[xz sin(5x)dx. 8) Ie‘"‘x sinbxdx, gdzie a,b e R.
9) .[eax cosbxdx, gdzie a,b € R. 10) J.e"’1X cosbxdx, gdzie a,b € R.

10) Pokazac, ze Ixs cos xdx = 5(x* —12x* + 24) cos X + (x* — 20x* +120x)sin x+C.
CAtKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE (CAI‘.KOWANIE PRZEZ ZAMIANE ZMIENNEJ)

W niektorych przypadkach obliczenie cafki _ff(x)dx moze sie uprosci¢, gdy wprowadzimy

pomocniczg zmienng, tzn. zastosujemy podstawienie X=¢@(t) (lub t=¢@(X)). Stosujgc formalny

rachunek, dx = ¢'(t)dt, mamy nastepujaca réwnoéé na catkowanie przez zamiane zmiennej

[ £00dx = f (p()e' ), (2)

gdzie po obliczeniu catki wystepujagcej po prawej stronie, ktdra bedzie funkcjg zmiennej t,

podstawiamy zmienng X wyliczong z zaleznosci X = ¢(t).
PRZYKLADY

1) Obliczy¢ przez podstawienie catke Ixe’xzdx.

Zastosujemy podstawienie t = X2 (Mozna tez patrze¢ na te zamiane zmiennej jak na podstawienie

X= \/t_ Oba podejscia daja oczywiscie ten sam rezultat koncowy.) Obliczamy

dt = (x*)'dx =2xdx = dx = idt = idt.
2X t

24t

Mamy teraz
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1

[xe™dx=[xe" % =2

J.e“dt :%(—e“)+c = —%e‘xz +C.

2) Obliczy¢ catke j (2 + x3)® x*dx.

Stosujemy podstawienie 2+ x> =t. Mamy dt =d (2 + x®) =5x"dx, zatem
.k2+ffxwx:jﬁlm:Ejﬁngllﬁ+C:jLQ+xﬂ4+C
5 5 54 20
3) Obliczy¢ catke [tgxdx.

, ., sin x
Wykorzystamy réwnos¢ tg x =

oraz podstawienie t =C0SX. Mamy

COS X
sin x t=cos X —dt

Itgxdx:j—dx: . =|—=-In|t|+C=-In|cosx|+C.
COS X dt = —sin xdx t

1
4) Obliczy¢ catke Iﬁdx, gdzie a jest dowolna stafa.
e +e

Mozna te catke obliczy¢ nastepujgco:

ax ax t=e** dt
j%dx:j%dx:j o dx = :IZ =
e +e 7@ (e™ +e ™ )e” e*" +1 dt = ae®dx t"+1

:larctgt+C =1arctge“X +C.
(04 (04

5) I dx . Obliczenie tej catki sprowadza sie do znanej catki I dx =arctgx+C. Ta druga catka
x* +a’ 1+ %2

1
wynika oczywiscie z pochodnej funkcji arcus tangens: (arctg x)' = i
+ X

Catke przepisujemy tak _[chf(az :Iaz (X;Jrl) a2
a2

1
d IL i stosujemy podstawienie t=X/a.
Gy +1

Poniewaz dx =adt, wiec

x*+a? a?

)2 +1 @’

dx 1 dx 1 adt 1, dt 1 1 X
== =_arctg t==—arctg —+C.
I -[ J.t2+1 a‘t?’+1 a g a g a

. 1
6) Obliczy¢ catke J.— dx.
SIn X

W tym przypadku stosujemy specjalne podstawienie, ktére catke typu J.R(sin X, COS X)dX, gdzie

R(X,,X,) jest funkcja wymierng (iloraz dwéch wielomianéw), sprowadzi do catkowania funkgji
wymiernej. Podstawienie to ma postaé: t = tg%x. Dziata ona zawsze w tym sensie, ze kazda catka z

wymiernej funkcji wzgledem sinx i cosx zostanie sprowadzona przez to podstawienie do catki z
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funkcji wymiernej. Ale nie zawsze jest to optymalne podstawienie. W pewnych przypadkach

uzyskamy fatwiejsze wyrazenie do catkowania, gdy podstawimy na przykfad ¢ =tg x.

Do wykonania podstawienia t =tg x beda potrzebne pewne tozsamosci trygonometryczne, ktére sg

wyprowadzone ponizej. Opierajg sie one na nastepujgcych podstawowych tozsamosciach

trygonometrycznych:

sin(a £ f) =sinacos S £ cosasin S,
cos(a + ) =cosa cos S Fsinasin .

Z powyzszych wzoréw otrzymujemy wyrazenie na tg(a = f5):

sin(e+ ) sinacospB*cosasinf  tgattgp

tg(a = B) = = = .
9= p) cos(a¢+ ) cosacospBFxsinasing  1xtgatgp

W szczegdlnosci mamy

cos’a —sin‘a _cos’a-sin‘a

C0S2a = cos(a + ) = cos* ax —sin“ o = =

1 cos’a +sin‘a
1 sin«a
- 5 2
cos’e _1-10°a
a2 2 "
sinae 1+t9°x
1+ 5 g
Cos“ o
Zatem (podstawiajac o = ;@)
1-tg?la
COSa=#.
1+t9° 2«
Podobnie
sina
: . 2sinacosa  2sinacosa 2003a 2tga
sin2a =2sinacosa = = > —— = = = -
1 Cos“ a +SIn“ « 14 sina 1+t0°a
cos’ a
Zatem
) 2tg i o
sma:g—;.
1+t9°
Ponadto przydatne bedg tozsamosci
a2 2
sin“aa  1-cos“«a 1 1
tg’a=—F—="—">—=—"—-1=>cos’a=—"—.
Cos‘ Cos‘ Cos‘ 1+t0°x
HJ =2 2
SIn“ SIn“ & . . . t19°x
tg’a =——5—=—— ,(1—Sln2a)tgza=SIn20{:>SIn2a=g—2.
cos’a l1-sin“a 1+t9°x

Podstawienie t =tg$ X daje

(3)

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)
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dt=—r Lo
Cos“ 21X 2 2C0s° £ X
dx = 2cos’ 1 xdt = 2__ g2

t= :
1+tg*ix  1+t?

2tgzx 2t

Ponadto z (6) mamy sinx = = ,
Y 1+tg°ix  1+t°

zatem

1 1+t> 2 1
dx dt=|=dt=In|t|+C=In|tgix|+C,
Isinx I 2t 1+t2 It It] 92|

skad ostatecznie

J‘_idx:lnltg%xhc. (9)
sin x

1

1+ x°

7) Obliczy¢ catke .[ dx.

Ponizej jest pokazany jeden ze sposobow obliczenia tej catki. Inny sposob jest podany w
przyktadzie 9).

Stosujemy podstawienie X =ctgt. Mamy dx = —— 2tdt oraz
SIn
5 > cos’t [sin“t+cos’t 1
\/1+x :\/1+ctgt: 1+ — — =—
sin“t sin“t sint

Przyjmujemy, ze podstawienie jest dla t € (0, 7), wiec w ostatniej réwnosci nie musimy pisa¢ |sint|,

gdyz funkcja sint jest w tym przedziale dodatnia. Mamy wiec

1 . -1 1
dx = |sint dt=—|—dt=-In|tgit|+C. 10
J.J1+X2 J. sin®t J.sint gzt (10)

Ostatnia catka jest na podstawie punktu 5) — wzér Btad! Nie mozna odnalezé zrédta odwotania..
Musimy jeszcze wroci¢c do pierwotnej zmiennej X. Formalnie z réwnosci X =cCtgt mamy

t =arcctg X co daje nastepujace wyrazenie na catke

J' 1 dx=—In | tg(%arcctg x) | +C,
1+ x°

ale wyrazenie pod logarytmem mozna zapisac prosciej. Mamy bowiem

L sint sint 1

2

cost+1 cost++/sin’t+cos’t  cost \/ cos’ t
—— 41+
sint sin’t

1 1
ctgt+41+ctg’t  x++1+%° '
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Stad —In|tg3t|=1In =In|x++/1+X* |. Ostatecznie otrzymujemy

|tg3t]

1
dx =In|x + 1+ x* | +C.
'[\/1+ x? | |

Zauwazmy jednak, ze dla kazdego xeR zachodzi X ++/1+x* >0, wiec w powyzszym wzorze

mozna opusci¢ wartos$é bezwzgledng

J. 1 k- In(x + 1+ x*)+C.

1+ X°

7) Niech k # 0. Pokazaé, ze

dx
——=In|x++Vx*+k|+C.
J.\/x"'+k | |

Nalezy po prostu zrézniczkowac prawag strone i pokaza¢, ze jest ona réwna

Korzystamy
x? +k
przy tym z réGwnosci:

(In|x]) = % dla x & (~o0, 0) U (0, oo). (11)

Obliczamy

d 1 d
il Uk —= = [x+/x+k
™ n|X+Vx“+k| Tk dX(x+ X+ )

1 £1+ 2X j: 1 IX+k+x 1
X+/X%+Kk 202 +k ) x+Ux*+k VX2 +k N

8) Obliczy¢ catke I\/xz +k dx, gdzie ke R jest dowolng stata.

Stosujemy podstawienie

t=vx’>+k-x czyli x+t=+x"+k. (12)

Przeksztatcamy

NP +k=x+t = X +k=(x+1t)’, X’ +k=x"+2xt+1t°, k=2xt+t>,

xzﬁ—i, dx = —L—l dt.
2t 2 2t 2

Tak wiec
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[N+ ke dx = j(x+t)[————j 2——[(——— ]( 2+1jdt
:__I( J( jdt_——j[k Ztk jdt- i[—zk?uklnlthu%ﬁ}

1( k*
== ——t —4kInltl|.
8| #?
Teraz obliczamy wyrazenie przed logarytmem w nawiasie, podstawiajac t = Vi +k—x:

e, P . KX +k +7) — .
LSVE S DR S N (k-
£ [\/x2+k—xJ Wk [\/x2+k—x)(\/x2+k+x)J (o k=)

( k(o +k+x)} Ry _{k(\/x +k+x)J Ry

x? +k—x*

=(Wx* +k+x) —(Nx* +k—x)? =x" +k+2xyx’ +k+x° —(x* +k=2x\x* + k +x%) = 4x\x” +k.

Zatem
2
l(k——t —4kln|t|)
8| #

(13)
%(4x\/x2 +k—4kInlVx* +k —x I) = %(x\/x2 +k—klnlvx* +k —x I).
Zazwyczaj jeszcze modyfikuje sie wyrazenie z logarytmem, wykorzystujac znak minus przez nim
2
nlVe tk—xl=InIV@Z +k—xl'=In——~  —In W kv x]
INx*+k—x| (W2 + k=) (a2 +k +x)]
l x +k+x| M—l INX* +k +x|+Inlkl=Inlvx* +k + x| +const,

Ix +k—x21 Ik |

1
a to oznacza, ze wyrazenie (13) mozna zapisa¢ jako E(x\/xz +k+kInlx++x*+k |) +C.

Ostatecznie otrzymujemy

[\ +k dx:%(Xx/x2+k +k|n|x+x/x2+k|)+C. (14)

. 1 . .
9) Obliczy¢ catke J.m dx, gdzie ke R\ {0} jest ustalonym parametrem.

J‘ 1 dXZEJ‘XZ_Fk_XZdX:l[J‘ X2+|( dX—I X2 dxj
VX2 +k K? Jx? +k K" VX2 +k VX2 +k

1 N X2 ]
== X+ kdx— dx |.

kU J.\/x2+k

(15)
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Pierwsza catke w nawiasie znamy (wzor (14)), a druga policzymy przez czesci.

dx = J.x(\/x +k) dx =xyvx*+k J.x\/x + k dx

J.\/%dx Ix\/i
:x\/x2+k—I\/x +k dx.

Wstawiamy powyzsze wyrazenie do (15), a nastepnie wykorzystujemy (14)

j\/ﬁdx_ [J\/x +kdx— j\/ﬁ j (J\/x +kdx - (x\/x +k — J.\/x +kdx))
:E(Zj\/x2+kdx—x\/x2+k) i(z —(x\/x +k+kIn|x++/x* +k |) Xy X% + j
:%(x\/x2+k+kln|x+\/x2+k|—x\/x2+k):E(kln|x+\/x2+k|):In|x+\/x2+k|.

Tak wiec

dx = In|x++x*+k| +C, k=0. (16)

N

ZADANIA (Czesc 2).
Zad. 1) Korzystajgc z metody catkowania przez podstawienie, obliczy¢ podane catki nieoznaczone.

1) J'xe‘axzdx, a=0. 2) .[tgxdx.

dx [i2 .2
3) J‘m 4)J.X a~ —x“dx.

5) | e dx 6 [
J—e* xInx
7) jx(axz +b)™®dx. 8) Ieaﬁdx.
3x-1
9) j2X+5dx. 10) J‘xlnxll—xdx.
Wskazowki

Ad. 3) Uzy¢ podstawienia x =t — E' a nastepnie wykorzystac (16).

Ad. 4) Podstawienie x =asint.

Ad. 6) Podstawienie t =Inx.
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3x-1_§(x+5)-3-5-1_§(x+5) -4 3(2x+5 ¥ 3 17 1

Ad.9)

2X+5 2X+5 2X+5 2X+5  2x45 2 2 2x+5
Ad. 10) Iny/1-x =In(1-x)"* =1In(1-x).

Zad. 2) Catka J.\/x2 + k dx zostata obliczona ( w przyktadach powyzej) dla dowolnego k € R\ {0}.

(por. (14)). Co otrzymamy, gdy podstawimy do tej catki takie k=07?

1
Ale catka I— dx (wyrazenie (16)) jest obliczona przy zatozeniu, ze k#0. Czy jest ono
Nx* +k

konieczne? W ktorym miejscy wyprowadzenia tej catki korzystamy z zatozenia k # 0. Co otrzymamy,
gdy podstawimy do wzoru (16) k=07

X
1—-x*

Zad. 3) Obliczy¢ catke I dx stosujac podstawienie x* =t.

Zad. 4) Obliczy¢ catke jarcsin xdx stosujgc w pierwszym kroku catkowanie przez czesci (x'=1), a

nastepnie podstawienie 1— x* =t?.



