Metody matematyczne w technologii materiatéw — ¢éw.01
Krzysztof Szyszkiewicz

Czes¢ I: Granice funkcji, pochodne funkcji jednej zmiennej. Reguta de
I’'Hosptiala
DerINiCJA. Niech f :D — R bedzie funkcjg okreélong na odcinku D — R. Jezeli dla ustalonego

punktu X, € D istnieje granica

fim 00 100)
X—>Xg X_XO

(1)

to méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie X,. Granice te oznaczamy przez f'(X,) i

nazywamy pochodng funkcji f w punkcie X,. Tak wiec z definicji mamy

/(%) = lim ) =1 (%),
% X=X,

(2)

Wprowadzajac oznaczenie h=X— X, mozemy granice, ktéra wystepuje w (2) zapisa¢ nastepujgco

£'(x,) = lim (3)

h—0

f O +h) - T0%)
. :

Jezeli pochodna istnieje w kazdym punkcie X € D, to mamy okreélong funkcje f':D — R, ktéra
kazdemu elementowi dziedziny X € D przyporzadkowuje pochodng f'(X). Funkcje f' nazywamy

pochodna funkgji f.

Oczywiscie nie kazda funkcja jest rdzniczkowalna, ale wiekszos¢ funkcji spotykanych w
zastosowaniach posiada pochodng. Mamy ponadto prostg zaleznosé¢ pomiedzy ciggtoscia a
rozniczkowalnoscia funkgji:

Jezeli funkcja jest rézniczkowalna w punkcie x,, to jest tez w nim ciggta.

Odwrotna implikacja nie zachodzi, o czym $wiadczy prosty przyktad f(x)=1x1, dla x € R. Funkcja ta

jest ciggta w punkcie x, =0, gdyz IinollxI:0:f(0), ale f'(0) nie istnieje, gdyz

f(x) f(O) hm|X|—|0|:h | x| x>0

lim &¥——>——~= m— = lim —=1im1=1,
x—0" X — 0" x—=0 0" x -0 x  x-o0"
hmf(x) f(o)—l IxI=10l =lim Ixl hm——hm( 1)=-1.
x>0~ x—0 -0 X — O x—>0" X 0" x x—>0"

Tak wiec granica prowostronna jest rozna od lewostronnej, co oznacza ze petna granica nie istnieje, a
to oznacza ze nie istnieje pochodna funkcji | x| w zerze. Ale warto podkreslié¢, ze w innych punktach
ta pochodna istnieje, na przyktad dla x >0 mamy

dla x>0 zachodzi: |xI'=x"=1,
dla x<0 zachodzi: |xI'=(—x")=-1.
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TwierDzeNIE. Niech funkcja f, §:D — R bedg rézniczkowalne w punkcie X e D. Wtedy funkcje

f+qg, fg, f/g sgroéiniczkowalne w punkcie X oraz zachodzg réwnosci

a) (f+g)(x)=f'(x)+g'(x),
b)  (fg)'(x) = £'(x)g(x) + f (x)g'(x),

o (ij (x) = f'(x)g(x)z— f(9g'(x)
Y 9°(x)

W punkcie c) zaktadamy, ze g(x) = 0.

POCHODNA FUNKCJI ZLtOZONEJ

W wielu przypadkach jednak nie wystarczy postugiwanie sie powyzszymi tozsamosciami do obliczenia
pochodnej. Na przyktad dla funkcji sin(x* +2x) obliczenie pochodnej — mimo, ze potrafimy obliczy¢
pochodng sin’x=cosx oraz (X*+2x)'=3x*+2 — w oparciu tylko o wzory a), b) i c) nie jest

mozliwe. Musimy jeszcze postuzyé sie wzorem na pochodnqg funkcji ztozonej. Ponizsze twierdzenie
przedstawia ten wzér.

Twierpzenie. Niech f:D —> R, g:G — R beda funkcjami rézniczkowalnymi. Ponadto zaktadamy,
ze ztozenie Qo f jest poprawnie okreslone, tj. f(D)cG. Wtedy funkcja geof jest tez

rézniczkowalna i zachodzi réwnosé
(goFY(¥)=9g'(f(x))f'(x) dla xeD. (4)
Piszgc nieco mniej formalnie mozemy wzér (4) na pochodng funkcji ztozonej zapisac tak
(9(f ()" =g'(f () F'(x). (5)
Przyktady
a) Obliczy¢ pochodna funkeji Sin(x® + 2Xx).
Mamy sin(x® +2x) = g(f (x)), gdzie g(x) =sinx, f(x)=x’+2x. zZatem
(SN0 +2x)) =i’ +2x)- (X +2x)' =
=cos(X’ +2x) - (3x* +2) = (3x* + 2) cos(x® + 2X).

b) Obliczyé pochodna funkcji 3/1n X.

Mamy ¥Inx = g(f (X)), gdzie g(x) =3x, f(x)=Inx. zatem

() =(a(F () =g'(F () () =< (1nx) > (Inxy =
1 1

1
33In?x X 3x3/In?x
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c) Obliczy¢ pochodng funkcji %2

Zauwazmy, ze pochodna funkcji zewnetrznej, €, pokrywa sie z nig sama: &ex =¢*. Zatem

4 g _glamrad 4 ooy 1 ax) =@ (L oo + L 2x¢) =
dx dx dx dx

—sinx
oo __— —cosx+2 3x?) = e Voo (2 4 6x?).

2«/005 x d 2«/005 X

REGUEA DE L’HOSPITALA

Przy obliczaniu granic funkcji mozemy postuzyé sie pochodnymi stosujac tzw. regqufe de [’Hospitala.

Dotyczy to przede wszystkim tak zwanych symboli nieoznaczonych % i =. Inne przypadki, n

0-00, 17, mozna sprowadzi¢ do poprzednich.

Niech f,g:D—>R beda funkcjami rézniczkowalnymi, a X, niech bedzie punktem skupienia
dziedziny D. Wtedy:

f'(x
a) Jezeli IIm f(x)= IIm g(x) =0 orazistnieje granica lim E ; to zachodzi réwnosé
X—>Xg g X

FO) _ iy £/

lim——=~=Ilim —.
=% g(x) % g'(x)

f'(x
b) Jezeli I|m f (X) = +oo, I|m g(x) =+oo oraz istnieje granica lim (x) , to zachodzi

x>% (X)
rownosc
f(x) _lim f(x)
% g(x) % g'(x)’
Przyktady
1-cos x e 2 . .
1) Obliczyé granice |Im—. Poniewaz lim(1l—cosx)=0 oraz limx° =0, wiec mozemy
X x—0 x—0
stosowac regute de I'Hbspitala:
. 1-Ccosx H (I-cosx)" .. sinx sinx 1 1
lim — = lim 5 = |m—:—l —==1==
x—0 X xao (X )' x>0 2X 2xa0 X 2 2
o i . X=sinXx . . g , )
2) Obliczy¢ granice lim———. Poniewaz lim(x—sinx)=0 oraz limx* =0, wiec mozemy
x—0 X x—0 x—0
stosowac regute de I'Hbsptiala:
. X—=SINX H (x=sinx)’ . 1-cosx 1. 1-cosx 1 1 1
lim — =1im B =lim———=Zlim——=>.—-=—.
x—0 X x—0 (X )' x=>0  3x 3 x>0 X 32 6
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t
3) Obliczy¢ granice |Iﬂg—g Poniewaz IIm(X tgx)=0-0= 0I|Im(X sinx)=0-0=0,
x>0 X —SINn X

wiec mozemy stosowac regute de I'Hosptiala:

. X—tgX (x=tgx) . 1-——F 2x-1
Ilm—t_g: 0 :I|m¢:I|m¢:h SOS =
x>0x—sinx | 0] x»0(x=sinx)" x»01—cosx x>0cos”X(L—CosX)
. x—1 X+1 . X+1 2

i (COSX-D(COSX D), c08X41_ 2,

x>0 €0S” X(1—cosXx) x>0 COS” X 1

2

X
4) Obliczy¢ granice Ilm— Poniewaz lim x? = oo oraz lime* = o, wiec mozemy stosowa¢ regute
—> e X—00 X—00

de I'Hbsptiala. Bedziemy jg stosowali dwukrotnie:

2
im X = fim O jiy 2 _{“’} iim 2 _jim 2~ 2 _,
x—0 @X x> (e ) x—0 @X 00 X0 (e ) x—wo X oo

n

. 1-1/x
5) Obliczy¢ granice lim , gdzie n,meN. Mozemy stosowaé regute de I'Hdspitala, gdyz
x—1 l_m"X

&im(l—Q/;) = Um(l—i’/;) =0:

. 1-9x . (o X" m1l m
I|rrl1 Qq/_:Ilrrll -=1i Ny, = M= _—-i:—.
X— — X—> x=>1 (X n x- m n n
1-Ux (1_ Q/;) (x™) X
W przypadku tej granicy mozna troche sobie utatwié obliczenia stosujac zamiane zmiennych X =t""
zanim wykorzystamy regute de I’'Hospitala. Mamy wtedy
Lt " et @t 0emt™ m ™ m1om
xall \/_ t~>11 tnm t-1 1 —t" B tal (l t" ) t—1 O—ﬂtnfl B n t-1 tn71 B n 1_ n .

m
— mozemy fatwo obliczy¢ bez obliczania pochodnych i stosowanie

Zauwazmy tez, ze granice Iirrll 1_

t— —

reguty de I'Hbspitala. Wystarczy tylko dokonaé rozktadu wielomianédw. Mamy bowiem:
1-x* = (L= X)[A+ X +...+X),

zatem

n razy

1 1 —_————

1-t"  A-t)Q+t+..+t")  I+t+ o+t A+l+41 0

1-t"  A-t)@+t+..+t™h) T4t +t™ "1+1+..41 m’
m razy
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6) Obliczy¢ granice lim XIn X. Granica ta jest typu 0-00, wiec aby méc stosowaé regute musimy
x—0"

zamieni¢ jg na /o lub 0/0. Na przyktad xInx = (Inx)/(1/X) i jest to symbol nieoznaczony typu
oo/ oo, zatem
. (Inx)" . 1/X

i . Inx .
lim xInx=lim — = lim = lim > = lim(-x) =0.
x—0* x>0t 1/ X x>0 (]_/ X)' x—0" =1/ X x—0"

7) Obliczy¢ granice lim x*. Granica ta jest typu 0° - jest to kolejny typ symbolu nieoznaczonego.
x—0"

Aby zamienié go na problem 0-00 wykorzystamy logarytm naturalny nastepujaco X =e"*. Mamy
zatem

Xx — (e|r‘|X)X — exlnx'

Pokazaliémy juz poprzednio, ze lim xInx =0, zatem lim x* = lime*"™* =¢° =1.

x—0" x—0" x—0"

X

. X -1 .
8) Obliczy¢ granice lim Z poprzedniego punktu wiemy, ze lim x* =1, zatem

x—>0" 4 fx x—0*

lim(x* —1) =0. Mamy wiec symbol nieoznaczony 0/0. Obliczamy

x—0"
X 1w (X L (e ey ™ (xInx) . Inx+1
lim —; :Ilm( > )=|Im( )=|Im¥=|lmxx—=
x—0" X x—0" (X )' x—0" 2X x—0" 2X x—0" 2X
1. o . Inx+1
= lim x* - lim .
x—>0" x—0" X
Pierwszg granice juz obliczyliémy, wiec lim %XX :%, natomiast druga granica jest symbolem
x—0"
nieoznaczonym oo/co. Zatem
. 1+Inx . (@+Inx) . + 1
lim :|Imu=|lmi=|lm—=0,
x—>0" X x—0" X' x>0" 1  x-0" X
.ox =1 1
i ostatecznie lim ==—-0=0.

x>0 X2

INNE OZNACZENIA POCHODNEJ

Nie zawsze oznaczenie pochodnej symbolem prim (‘) jest wygodne. Wzory fizyko-chemiczne czesto
zawierajg wiele parametrow wzgledem ktérych moze by¢é wykonywane rdézniczkowanie. Wtedy
wygodniej jest uzywac takiego oznaczenia na pochodng, ktére wyraznie podkresla wzgledem ktérej
zmiennej rézniczkujemy. Mamy zatem oznaczenie

df g 90

= f'(x).
dx dx 9

Przyktady
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Rdéwnanie Arrheniusa — opisuje zaleznosc stafej szybkosci reakcji od temperatury
Kk = A‘e—Ea/RT

Oczywiscie okreslenie ,stata” jest tutaj konwencjonalng nazwa tej wielkosci uzywang w chemii.
Matematycznie funkcja ta nie jest funkcja statg — wyraznie widaé przeciez, ze zalezy od T.

Pochodna tej ,statej szybkosci” wzgledem temperatury wynosi

%zikzi(A‘e—Ea/RT):Aie—Ea/RT :Ae—Ea/RT i__Ea:

dT dT  dT dT dT RT

Ae—Ea/RT __Eaiier—Ea/RT __Ea__lz Ea e—Ea/RT _ Ea k
R dATT R T? RT? RT?

Szybkos¢ korozji i opor polaryzacji — w zagadnieniach korozji metali wazna jest tzw. gestos¢ pradu

korozyjnego, (oznaczanego takze jako i ) oraz powigzanego z nim oporu polaryzacji, R

J corr corr p*

Mozna go wyznaczy¢ ze wzoru Stearna-Geary’a

R, =B/i

corr?

gdzie B jest waznym parametrem, ktéry daje sie wyrazi¢ przy pomocy wspotczynnikdw Tafela b,, b,

oraz b, wzorem: B=DbDb /2,303(b, +b,). Stearn i Geary wyprowadzili ten wzér wykorzystujac

dE
R —(d—ul ’ ©

corr

definicje R, :

oraz wersje wzoru Butlera—Volmera (krzywa polaryzacji elektrodowej — zalezno$¢ gestosci pradu od
nadpotencjatu) dla elektrody korodujacej*

. . R?b (EfEcorr) ’%( EfEcorr)
J= o | €7 —€ ’ ) (7)

gdzie E— potencjat elektrody, E__ — tzw. potencjat korozyjny, T — temperatura (K),a R i F to

corr

stata gazowa i stafa Fardaya.

Policzmy zatem pochodna j—é:

1Por.A.Kisza,,,EIektrochemiacz.IIEIekadyka",WNT,ZOOl,(str.105,303).
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dj_d i e%ba(E’E“’") B e’%bc(E’E“’") i d eﬁ(E’Em’ d e—%c(E—Em) _
dE  dE " o " 4E dE
_ ) d F —E(EEa) d —F
Jeorr eRTa EW(E_Ecorr)_e R EW(E_ECOH’) =
F F
j ' era(E_ECW) F i(E _E )_ e_ﬁ(E_Ecm) -F i(E _E ) _
corr RTba dE corr RTbC dE corr

—+e
RT b, b

a C

. F F
JCOFI’F (eRTba(E_Ecm) 1 —Fbc(E_Ecorr) 1}

Do tak obliczonej pochodnej wstawiamy teraz E=E

corr

- . F F
ﬂ _ JCOI’I’F eRTiba(E_Ecorr)i e_ﬁ(E_Ecorr)i _ JCOI’I’ eo_+e70_ _
dE J¢ RT 3 b, RT b, X
corr E=E
jcorrF i_'_i _ jcorrF ba +bc
RT \b, b,/ RT Db °
Wracajac do wzoru (6) otrzymujemy R,
RT b, +b,
dE 1 1 F b,b, RT b,b,
RP =— = pr = — = - B - at
dJ E %E Mm Jcorr F ba+bc
RT b,b,
Zadania (Czesc 1)
Zad. 1) Znajdz granice funkcji:
2 3
1) lim X —X+2 2) lim—~X*t
x>2 X° —5X+6 x>-12x° +3x+1
. sinx . sin3x
3) lim—— 4) lim——m—
x-0e” —ge x=0 X —Ssin 2X
3 f—
5) lim— X X*+2 6) lim—nX
x>2 X" —5X° +6X—8 -1 fx -1
7) Iimx—s3|nx 8) IImx—In(x+1)
x-0 X x>0 xIn(x +1)

Rozwigzania wybranych zadan

Zad. 1.8)
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1
mx—ln(x+1):[g}zlim(x—ln(xﬂ)) im 1= i X+1-1
x>0 xIn(X+1) 0] o (xln(x+1))' x—>0 In(x+1) + x1 =0 (x+1) In(x+1) + X
X
. X 0 . 1 1 1
=lim == |=lim =lim =lim =—.
0 (x+1)In(x+1)+x |0 X+1 4 o0In(x+D)+1+1 =0In(x+1)+2 2

e In(x+21) + +
x+1

Zad. 2) Znajdz granice

. X—arctgx
1) lim 229X
x>0 X —arcsin X

-t lim In(sin x)

2) Iirrg xsin(1/ x)

lim
3) tLl t-1 4) xo7/2 (2)(_7;)2
. Xxctgx—1
tg—a 6) |||’r|g—2
a—rnl2 |n(cos 0[) X—0 X

.msinax—sin,Bx COS X — COS BX

/) le—>0 X 8) legg X2
Rozwigzania wybranych zadan
Zad 2.4)
COS X
m In(smx)zz 0 _ lim (In(smx)2) _ lim sin x _ lim sin X €os X
x—7l2 (2)(_71-) 0 x—7l2 ((ZX—IZ') )' x—7l2 22(2X—7Z') x->rl2 4 2X—1
. sinx . cosx sin(z/2),. cosx 1 . cosx|O| 1. —-sinx 1 -1 1
= lim i = lim == —|==lim =—.—=-=
x—7l2 4 x>zl29X—1 4 x>l QX —g  4x-x22X—7| 0 4 x—zl2 2 4 2 8
Zad 2.5)

1
9o |0\ i, cos’a _
a>ri2In(cosa) | 0

T aoal2 —SiNa aoal2 —sinacosa
cosa v
o
Mianownik zmierza do 0, zatem petna granica nie istnieje (utamek zmierza do ). Istniejg natomiast
granice jednostronne

tg a . 1
———= lim ——————— =,
a(#12)' In(CoSar) a~(=/2)" —Sin @ COS
l
o
tg a . 1
g = lim = 400,

a(#12)” In(coSar) e~(x/2) —sina COS

{
o
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Zad 2.6)
L COSX
. Xxctgx-1 .. iy . Xcosx—sinx [0
lim gz =lim3NX__ —|jim=—— =[—},
x—0 X x—0 X x—0 X°sin X 0

ale nie stosujemy w tym momencie de I’'Hbspitala, gdyz wyrazenie sie komplikuje. Lepiej jest jeszcze
nieco przeksztatcic i dopiero potem stosowaé regute:

. XCOSX—SINX .. XCOSX-—sSinx X . __XCcosXx-—-sinx .. X
lim — =lim 5 ——=1|im 5 lim—
x>0 x“sin X X0 X sinx x>0 X x=08in X
1
. Xcosx—sinx| 0 . (xcosx—sinx)" . COSX—XSinX—COSX
=lim—————| = [=lim 5 =lim > =
x—0 X 0 x—0 (X )' x—0 3x
. Xsinx 1. sinx 1 1
=lim —=—lim——==.1=".
x-»0  3X 3x-0 ¥ 3 3
Zad. 3) Znajdz granice
at . .
1) Ilmb—x, gdzie a, b>0 dane state. 2) lim(Vx*+x—x)
X—00 X—0
e\
3) lim=; 4) limxe™*
X—0 X X—0
- 1/X - 7[
5) limx(e"* -1) 6) Imx(——arctng
X—>00 X—>0 2
. In?(x+1 . (sinx)?Inx
7) lim ( ) 8) |Im( )

e\ fx o 3fx

Rozwigzania wybranych zadan

Zad 3.2)
2 2 2 2 2 2 2
) (WX = X)X +x+X) . (XX =x® . XP X=X
I|m(x/x2+x—x):llm( X )=I|m( =lim
X2 X U +X+X o0 2 axax O X+ X

. . 1 1
=[im lim

X X 1
=lim =lim = =,
o X E XX O” XMI+1/ X +X == J1+1/x+1 ©=J1+0+1 2

Zad 3.7) Granica jest typu {%}, ale nie od razu bedziemy stosowac regute de I'H6spitala. Najpierw

przeksztatcenie

In?(x+1) In?(x+1) _(In(x+1)j2
S RN

Teraz stosujemy regute
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1
i - 3/4 3/4
|imw=[f}=li ALY’ _ jin X+1 4. fim X = 4. 1jm X
xo0 X 0 X—>0 (X )' xaoolx_sm x—0 X +1 x—o X +1
4

2 2 2
Ostatecznie |im%:|im[wj :[Iimwj —0? =0,
X—>00 X X—>00 X

X—>0 X

Zad. 4) Znajdz granice

1) lim x* 2) limx*
x—0" x—0"
. . (sinx)(1—cos x
3) lim¥/x 4) |ImL4)
x—0" x—0 X
1
R . (cos x)s"(e* —cos X
5) lim(sinx)™"* 6) Ilm( )™ )

x—0" x—0" X + 2\/;

Rozwigzania wybranych zadan

Zad 4.1)
lim x*) =[0°] = lim e et ™
x—0" x—0"
Woystarczy obliczy¢ granice w wykfadniku:
1
. Inx (o] .. v .. X 1 ..
limx?Inx=lim—=| — |=lim =X = lim = =-=-lim x> =0.
x—0" x—0" i 0 x—0" ;2 x—0" —2 2 x>0
X2 X3

. 2
Tak wiec lim x*? =¢® =1.
O+

X

Zad 4.5)

Iim(sin X)sinx _ Iim(eln(sinx))sinx = lim esinxln(sinx).
x—0" x—0"

x—0"

Obliczamy teraz granice wyktadnika

o . . sinxIn(sinx) .. sinx .. In(sinx) .. In(sinx
lim sin xIn(sin x) = lim ( ) =lim -lim ( ) =lim ( ) =
x—0" 0" x 0" x x—0* x—0* 1

X X X
Cos x
2
. g X" Cosx . . .
=lim S10X - =—lim——-xcosx =—lim——-limxcosx =0.
x—>0" 1 -0 SInXx x-0" SIN X 0" sINXx x—0"
_—— %,—/
xz 1 01
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Ostatecznie lim(sinx)™ = lim ™™ ") —g® =1,
x—0" x—0"

Zad 4.6)
1
. (cosx)snx(e* —cosx) .. L (e¥—cosx) . meesx o (eX_cosx
Ilm( )™ )=I|m(cosx)5'”x IlmgzllmeSInX Ilmg.
x—0" X+2\/; x—0" x—0" X+2\/; x—0" x—0" X+2\/;
Pierwszy skfadnik
—sin x
. In(cos x 0 . . —sinx O
I|m¥= = |=lim £98X_— |im ——==-=0,
x=0" SN X 0] »»0" cosx x»0"cos“x 1
Drugi sktadnik
. (e"-cosx) |0 . e*+sinx 1+0 1
lim————==|— [=Ilim = =—=0.
x—0* X+2\ﬁ 0 x—0" 1 00 00

1+—=

N

Zad. 5%) Znajdz granice

1) lim x*" 2) lim(sin x)*
x—0" x—0"
_xX™™ —(sin x)* . 1
3) Ilm# gdzie oo > 0 dana liczba 4) lim Xln(e+—j
Xx—0" Xa x—0" X
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Czes¢ II: Wzor Taylora dla funkcji jednej zmiennej

Wzér Taylora jest jednym z wazniejszych twierdzen rachunku rézniczkowego. Pozwala on dowolng
dostatecznie regularng funkcje przybliza¢ lokalnie wielomianem: jezeli funkcja jest Nn—krotnie
rézniczkowalna w otoczeniu ustalonego punktu, to mozna jg ,dobrze” aproksymowac lokalnie przy
pomocy odpowiednio dobranego wielomianu (stopnia nie wiekszego niz n). Ponadto wzor ten daje

mozliwos¢ okreslenia btedu z jakim ta aproksymacja jest uzyskana. Istnieje wiele wersji wzoru
Taylora, ktére réznig sie sposobem opisania tego btedu, zwanego resztg, natomiast wielomian
aproksymujgcy jest zawsze takiej samej postaci. Najczesciej uzywa sie wzoru Taylora z resztq
Lagrange’a lub z resztq Cauchy’ego. W obu tych przypadkach reszta jest wyrazona w postaci
rézniczkowe;j. Istnieje tez wersja wzoru Taylora, w ktérej reszta jest w postaci catkowe;.

WzOR TAYLORA Z RESZTA LAGRANGE’A. Jezeli f:(a,b) >R jest n—krotnie rézniczkowalna w

przedziale (&, b) oraz n—ta pochodna jest ciagta, to dla dowolnych X,, X, +h € (a,b) zachodzi

f (% +h)_f(x0)+—f(x)h+ RACOLE +(fl)lf<“>(x0)h“+Rn(xo,h), (8)

gdzie reszta R(X,,h) ma postac
1 (n) n
R, (X, h) = o f (%, +9h)h (9)

dla pewnego 0 <4 <1 zaleznego na ogét od X, oraz h.

Wzér Taylora (8) z wyrazeniem na reszte (9) mozna interpretowac tak: jezeli funkcja jest
,dostatecznie regularna”, to mozna jg przybliza¢ wielomianem odpowiedniego stopnia, przy czym

btad przyblizenie jest rzedu h". W praktyce inzynierskiej reszte sie pomija piszac

f(x,+h) = f(x, )+—f (xo)h+— f7(x%,)h? +.. 4+ ——— (n D f D (x,)h", (10)~

Niekiedy wzdr Taylora zapisujemy nieco inaczej: zamiast X,+h uzywamy X=X,+h. Wtedy

h=X-X, i wzdr (8) mozna przepisac tak

- " 1 (n-1) _ n-1
f(X)—f(X)+ P O6)0x= Xo)+  FO0) = Xo)" +. oD _1)!f (X)(X—X%o) *

+Rn (XO! X)’

gdzie reszta (Lagrange’a) ma postac
R SER LT "
n(XmX)—ﬁ (Xo+ (X_Xo))(x_xo) : (12)

Gdy pominiemy reszte (,,bo jest mata”), to z (11) mamy
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f(x) =~ f(x0)+ f(x )(X— x)+ f "(X) (X=X, )7 +. +( il)lf("l’(xo)(x—xo)nl (13)

Przy ustalonym punkcie X, wystepujace w tym wzorze wspotczynniki f(X,), f'(X,),..., f 0 (%) sa
statymi, to wida¢ ze wyrazenie po prawej stronie jest po prostu wielomianem (zmiennej X) co
najwyzej stopnia N.

Wz6r Maclaurina
Jest to szczegdlny przypadek wzoru Taylora — podstawiamy w (11) X, =0, czyli rozwijamy funkcje

wokot punktu 0. Otrzymujemy wyrazenie

f(x)—f(0)+—f (o)x+1 PO ot 11)|f<”1’(0)x“l+l|f<n>(9x)x”, (14)
— nt

gdzie 0 < 9<1. (Czasami zamiast ™ (9x) piszemy ™ (&), gdzie & € (0, X)).
Przyktad. Niech f(X)=sinX. Poda¢ wzér Taylora w punkcie X, =0 dla n=4.
Rozwigzanie: Mamy

f'(x) = (sinx)' =cosx, f@(x)=(cosx) =-sinx,
f & (x) = (=sinx)’' =—cosx, f“(x)=(-cosx)’ =sinX,
f®(x) = (sinx)’ =cosx, f®(x)=(cosx) =-sinx.

Poniewaz f(0)=0, f®(0)=1 f?0)=0, f®0)=-1 f®0)=0, f®(0)=1 wiec

sin(x)=0+x+0—%x3+0+$x3+R5(x),

3 5

. X* X 1.
czyli sinx= X—E+@+ R(x), gdzie R(x) = ﬁsm(gx)x“. Pomijajac reszte, ktéra ,jest mata”

otrzymujemy nastepujace przyblizenie dla funkcji sinx w otoczeniu zera (X, =0):

. 1, 1., 1, 1 .
SINXcX——X +—X" =X—-X +—X".
31" 5l 6 120

To ile sktadnikéw wielomianu Taylora bedziemy brali do przyblizenia danej funkcji w zastosowaniach
zalezy od potrzebnej doktadnosci. Np. moze wystarczyé jeden lub dwa pierwsze:

. . 1,
SIn X = X, SII’]X%X—EX.

tatwo zauwazy¢ ogdlny wzdér na rozwiniecie funkcji sinus, w ktdrym wystepujg tylko nieparzysta
potegi wzgledem X:

13/21



Metody matematyczne w technologii materiatéw — ¢éw.01

Krzysztof Szyszkiewicz

5!

- 1 3
SINX=X——X"+—=
3l

N R
7!

1o

91" 111

11

Przyktad. Zapisa¢ wzér Taylora (11) dla funkcji f(X)=

N =5 wyrazéw rozwiniecia.

(15)

In(1+X) w otoczeniu punktu X, =0. Poda¢

Rozwigzanie: Zauwazmy, ze funkcja f(X)=In(1l+X) jest okreélona dla X € (-1, ®), wiec podane

rozwiniecie bedzie prawdziwe dla wszystkich x > —1. Podstawa jest oczywiscie znajomos¢ pochodnej

funkcji logarytm. W tym przypadku mamy

1

& £@
o (x) = Tix (x)=- e

zatem

fY0)=1 f@0)=-1 f®@0)=1.2, f“0)=-1-2-3, f®(0)=1-2-3-4,

skad wnioskujemy, ze ) (0) = (1) (k —12)!, wiec

Ostatecznie

f000 ==

1.2
@+x)°

(4)( )_

1.2-3
@+x)*

L (k-1
=190 =) = ()

1.2.3.4
A+

In(L+ x) = x—1x2+1x3
2 3

BT I
5

(_1) i n
n

X +...

Przyktad. Podaé rozwiniecie Maclaurina dla funkcji f (x) =e€”.

Y

Rozwigzanie: Musimy policzy¢ pochodne funkcji, co w tym przypadku jest tatwe, gdyz (€*) =e”.
zatem f™(x)=¢* dlan=0,12,..., wiec f™(0)=1. Wzér (14) daje teraz

1 1
e” _1+x+2—x =X

3l

1

SRR

Przyktad. Rozwing¢ w szereg Taylora funkcje tangens wokét zera.

Rozwigzanie: dla f (x) =tgx mamy

O (x) =

4(5-cos2x)sin x

cos* x

, 1 ) Zsmx " 2(2—-cos2x
0 =—— = HE B,
co cos* x
FO(x)= .
COS™ X
FO(x)=...
skad dlax=0

16 +88sin? x +165in* x (00 16(2(3sin” x+2cos” X)sin’ x +11(3sin” x + cos’ x) ) sin x
) X)=

cos’ X

f(0)=0, f'(0)=1, f"(0)=0, f"(0)=2, f“(0)=0, f®(0)=16, f©@(0)=0, fP(0)=272, ...

14/21



Metody matematyczne w technologii materiatéw — ¢éw.01
Krzysztof Szyszkiewicz

co daje

tgx=x+£x3+Ex5+&x7 +R, =x+£x3+£x5+£x7+0(xg) (16)
3! 51 7! 3 15 315

dla | x| < z /2. Zapis O(x®) oznacza, ze btad jest rzedu x°. May wiec

thzX+%X3+£X5+ 17 .

o (17)
15 315

Uwaga. W przypadku funkcji tangens rozwiniecie w szereg Taylora nie ma juz tak prostej ogdlnej
postaci jak np. dla funkcji sin, cos, In czy exp. Ogdlna postac rozwiniecia dla tg (uogdélnienie wzoru
(16)) mozna zapisac przy pomocy tzw. liczb Bernoulliego (B,), ktére pojawiaja sie w innych dziatach

matematyki (teoria liczb, kombinatoryka, teoria rozwinie¢ asymptotycznych,...).

Przyktad. Zastosujemy wzér Maclaurina dla funkcji € i sinX, a takze postaramy sie oszacowac
doktadnosé uzyskanego przyblizenia. Obie funkcje okreslone sg na catej osi rzeczywistej, xeR, a
ponadto posiadajg pochodne dowolnego rzedu (s3 nieskonczenie wiele razy rdzniczkowalne).
Oznacza to, wzér (14) mozna zastosowacé dla kazdego 1 < neN.

(a) Niech f(x)=¢€*. Mamy f(0)=1 oraz
f/(x)=(e")' =€, f"(x)=¢", itd. f®(x)=e*dlak eN,

azatem f®(0)=1dla k=0,12,... skad dla dowolnego X € R zachodzi

2 3 n-1 Xn
e =l X+ ...+ +—e%, (18)
21 31 (n-1! nl

gdzie 0<9<1. Liczba 9 zalezy od X.
(b) Niech f(x)=sinx. Mamy f(0)=0 oraz

f'(x)=(sinx)"=cosx, f"(x)=(cosx) =-sinx, f"(x)=(-sinx)'=-cosXx,
f @ (x) =(=cosx)' =sinx, f®(x)=(sinx)’ =cosx,...

a zatem

f'(0)=cos0=1, f"(0)=-sin0=0, f"(0)=—-cos0=-1,
f®(0)=sin0=0, f®(0)=cos0=1,...

ti. £(0)=1 £"(0)=0, f?(0)=-1, {*(0) =0, {(0) =1.... Mozna to zapisac w skrécie tak
FE20) =D #90)=0 dia k=012....

Ostatecznie wzoér Maclaurina (14) dla f (X) =sinx przyjmie postaé
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3 5 7 n 2n—l n+l 2n+1
sinx=x—X—+X——X— ( DX ( Y cos(:9x). (19)
31 51 71 (2n— 1)I (2n+1)!
zatem
3 5 7 n-1,,2n-1 © -1
sinx=x——+2 X o L Z X2, (20)
1 51 71 (2n-1)! (2n n!

[Nieobowigzkowe]
Widac, ze reszta, mimo iz zawiera nieznany parametr ¢ e (0, 1), moze by¢ tatwo oszacowana z gory:

2n+l

( 1)n+1 2n+1
(2n+1)!

| |2n+1 | |2n+1

| cos(9x) |< _ 1]

os(Sx)‘ = 1= .
@2n+1)! 2n+1)! 2n+1)!

Oznacza to, ze gdy przyblizamy funkcje Sin X wielomianem

. XB X5 X7 ( 1)n 2n—1
SINX=X——+———""+...
31 51 71 (2n-1)!

to btad & jest nie wiekszy niz (zm),

Na przyktad sin(0,2) przyblizymy nastepujaco

sin(0,2)=0,2—

(032) + & =0,198667 + &,

2n+1 |0Y 2|2‘2+1

It 02 _2 67-10°. Tak wiec mamy sin(0,2) ~0,198667 z dokfadnoécia do

2n+)! — (2:2+0)! 51

gdzie |g|<

pieciu miejsc po przecinku. Gdy w rozwinieciu Taylora dla sin(0,2) wezmiemy jeszcze jeden sktadnik

(Scislej méwiac dwa, ale jeden jest zerowy, wiec mowa tu o kolejnym niezerowym), to otrzymamy

sin(0,2)=0,2—

02, (052) 1 £=0,198669(3) + &,

3!

gdzie | &]< 22" = 2,54.10°. Tak wiec mamy sin(0,2) ~ 0,19866933... z doktadnoscig do o$miu miejsc

po przecmku!

Granice funkcji a szereg Taylora
Granice funkcji w punkcie mozemy oblicza¢ stosujgc rozwiniecie w szereg Taylora. Czasami jest to
wygodniejszy sposdb niz stosowanie reguty de L’Hopitala.

2
Przyktad. Obliczy¢ granice IImM.
=01+ x° -1

Rozwigzanie. Wida¢, ze jest to granica 0/0. Wykorzystamy rozwiniecia
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In(1+x):x—%x2+...

1 111 1 1
I+ X =1+ =X+ =2 (=-Dx*+... =1+ =x—=x*+...
2 2!2(2 ) 2 8

Podstawiajgc w pierwszym X — X2, aw drugim X — x> otrzymamy

In(L+ x?) = x —%x4+...

1+ %3 =1+%x‘°’—%x6 +...

Wyrazenia te wstawiamy do funkgcji, dla ktérej liczymy granice:

X[ x2—Lxts. .
. xIn(L+x%) . 2
Ilng 3 =I|rr3 1 1 x50 1 1 S0l 1
NI -1 1+§X3—§X6+...—1 ~ x3(—x3+ ) oS4

Przyblizanie pochodnych przy pomocy skonczonych ilorazéw réznicowych

Czesto zachodzi potrzeba przyblizenia pochodnych przy pomocy wartosci samej funkcji. Przyktadowo
problem ten pojawia sie w metodach numerycznych przy rozwigzywaniu tzw. rownan rézniczkowych.
Najprostszy sposéb uzyskania takiego przyblizenia sugeruje sama definicja pochodnej, z ktérej wynika
nastepujace wyrazenie

, f(x,+h)—f
f(x) = % z (X"), (21)
przy czym spodziewamy sie, ze w ogélnym przypadku im mniejsze bedzie |h|[>0, tym lepsze bedzie
przyblizenie. Okazuje sie, ze btagd przyblizania pochodnej wg wzoru (21) zalezy liniowo od |h], czyli
dwukrotne zmniejszenie |h| daje w ogdlnosci tylko dwukrotnie lepsza doktadnosé. Nie jest to zbyt

dobre przyblizenie.

W ilorazie réznicowym (21) zaktadamy tylko h =0, ale w zastosowaniach wyrézniamy dwa przypadki
(a) dodatni przyrost, h>0 oraz (b) ujemny przyrost, —h<0. Mamy wtedy réznice skoAczong ,do
przodu” i, wstecz":

f 6 +h)— (%)

F'(x) ~ ’ , gdzie h>0, (22)
oraz
£1(x,) ~ f(%)_;("o_h), gdzie h >0, (23)

Ostatnie wyrazenie powstaje z podstawienia —h do (21) w miejsce h.
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Doktadniejszy sposéb przyblizania pierwszej pochodnej daje iloraz réznicowy ,,centralny”

f (% +h)— (% —h)

o (24)

/(%) =

w ktérym btad jest rzedu h®. Powyiszy iloraz réznicowy jest bardzo czesto wykorzystywany w
obliczeniach numerycznych.

Wz6r Taylora moze by¢ wykorzystywany do wyprowadzania rdéznych ilorazéw réznicowych
przyblizajgcych pochodne oraz do doktadnego oszacowania btedu przyblizenia.

TwIERDZENIE. Niech f :[a, b] > R bedzie dana funkcjg oraz x,, X, £he[a, b]. Wtedy

a) jezeli f jestrdézniczkowalna dwukrotnie w sposdb ciggty, to

FOg+h) = f(x)

f'(%) = .

(h), (25)

gdzie | r(h)|<M-|h| oraz stata M >0 nie zalezy od X, h.

b) jezeli f jestrdozniczkowalna trzykrotnie w sposdb ciaggty, to

F(x) =% +h)2_hf(x° =+ rh), (26)

gdzie |r(h)|<M -h? oraz stata M >0 nie zalezy od X, h.

Jak widaé¢ z tego twierdzenia aproksymowanie pierwszej pochodnej przy pomocy ilorazéow
réznicowych do przodu i wstecz jest rzedu O(h), natomiast iloraz centralny daje aproksymacje rzedu

0(h?).

Dowdd (nieobowigzkowy). Podstawowym narzedziem bedzie wzér Taylora. Z (11) mamy dla h

f(x,+h)=f(x)+ F'(x)h +% f7(x, + Ih)h?,

f(XO + h)_ f(XO) — fr(XO)_i_l f”(Xo +19h)h,
h 2
zatem | r(h) |=%| f"(x, +3h) |l h |S%rr<la>é{| f"(X)|} hj=M-|h]|, gdzie jak widzimy

M =%ma)§{| f"(x)|[}<oo. Skonczono$¢ statej M wynika z zatozenia, ze f ma druga pochodng

ciggta w przedziale [a, b].

Przypadek réznicy centralnej analizujemy podobnie, ale tym razem wzoér Taylora wykorzystamy
dwukrotnie: raz podstawiamy h, a za drugim razem podstawiamy —h:
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f(x,+h)=f(x)+ f'(x)h +% f"(x,)h? +% f"(x, + $h)h?,
f(x,—h)=f(x,)— f'(x,)h +% f"(x,)h? —% f"(x, —%h)h*
gdzie 4, 4, €(0,1) nie musza by¢ réwne. Odejmujac stronami
f(% +h)—f(x—h)=2f"(x)h +%(f "(% +9h) = f"(%, — $h)h?,

i dzielgc przez 2h otrzymamy

F 6 +h)— 06 —h)
2h

’ 1 m m
= Pl g &)< (% —%h)h?,

zatem | r(h) |- | (F"(% + ) + £ "(x, 9,0 [ |<-<max{] £ (9 Bh* =M -1,

Twierdzenie uzasadnia wczesniejsze uwagi dotyczace jakosci przyblizania pochodnej podanymi
ilorazami réznicowymi. Podaje tez precyzyjne warunki (istnienie ciggtej pochodnej f” lub "), ale w

praktyce wyrazamy te zatozenia piszac, ze funkcja powinna by¢ , dostatecznie regularna”.

Do aproksymowania drugiej pochodnej czesto wykorzystujemy nastepujgca rdznice centralng

N f(x,+h)+ f(x,—h)—2f(x,)

* (27)

(%)

gdzie btad — jak za chwile pokazemy — jest rzedu h?.

Twierdzenie. Niech f:[a, b]—> R bedzie funkcja czterokrotnie rézniczkowalng w sposob ciagty

oraz X,, X, £he[a, b]. Wtedy

_ f(x, +h)+ f(Xo_h)_Zf(Xo)_H.

(%) h?

(h),

gdzie |r(h)[<M -h? oraz stata M >0 nie zalezy od X, h.

Dowdd (nieobowigzkowy). wzér Taylora (8) wykorzystamy dwukrotnie: raz podstawiamy h, a za

drugim razem podstawiamy —h:
' 1 " 2 1 m 3 1 (4) 4
f(x,+h)=f(x)+f (xo)h+§ f"(x,)h +5 f"(x,)h +E (%, + $h)h",

f(x,—h)=f(x,)— f'(x,)h +% f"(x,)h’ —% f"(x,)h® +% f @ (x, +9h)h?,
gdzie 4, 4, €(0,1) nie musza by¢ réwne. Dodajemy stronami

f(x +h)+ f(x,—h)=2f(x,)+ f’(xo)th%f”(xo)h2 wL%(f“”(x0 +8h) + f@(x, +4h)h*,
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co po uporzadkowaniu i podzieleniu przez h? daje

f(x+h)+f(x,—h)—2f(x,)
h2

=f"(%, )+ (f @ (%, +&h) + @ (x, + %h))h?,
zatem
Ir(h) |=1| (F9 (%, + &)+ F9(x, + Hh)) | h? <

< —(maX{I FO) [+ max] £ (x)[Hh* = im«’iX{I fOx)[h* =M -h?,

a<x<b

1
dzie M = —max{| f“®(x)|}< .
g 2 aSXSb{| ) [}

Zadania (czesc I1)

Zad. 1) Znalez¢ rozwiniecia w szereg Taylora podanych funkgji.
) f(x)=1+x dla x,=0, n=5.
(i) f(x)=41+x dla x,=0, n=6.
(ii) f(x)=@+x)* dla X, =0, n=5,gdzie & >0 jest dang ustalona liczba.
(iv) f(X)=@+x)"dla X, =0 do wyrazu x°.
Zad. 2) Uzywajac rozwiniecia w szereg Taylora obliczy¢ podane granice.

(i) ||mM (i) Iim3’\3/1+ X2 —xsinx—3
x>0 X(1— oS X) 0 XEINX—1gx)

Gi)* tim 2% In(L+/x) - ¢* sin2x
X0 x(\/l+f -1

Zad. 3) Zbadad przebieg zmiennosci podanych funkcji i narysowac ich wykres.

3

(a) f(x)=xe" (b) f(x)=—

(c) F(X)=@+x)"

(d) f(X)=xInx+1-x)In(L-—x) (e) F(X)=x>+3x*—9x+1

(f) F()=x"+4x>-10x* +12x -1

sin x

—— dla x=0,
(8) T(X)=4 x

1 dla x=0.
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Zad. 4) Udowodnic¢ nieréwnos¢

2
cosx >1 — X? dla kazdego x e R.

Zad. 5) [Nowe] Zaleznos$¢ gestosci pradu (A/m2) od nadpotencjatu dla pewnych reakcji
elektrodowych opisane jest réwnaniem Butlera—Volmera®

. F F
1= JO(Ka eXp((l_a)ﬁﬂj_ Kc exp[_aﬁn)],

gdzie F to stata Faradaya, R uniwersalna stata gazowa, T temperatura (K), jo to tzw. gestos¢ pradu
wymiany, K, i K. zwigzane s z szybkos$ciami reakcji w kierunku anodowym i katodowym,
odpowiednio. Wspdtczynnik o jest zwany wspdfczynnikiem symetrii. Jego warto$é jest czesto w
poblizu 0,5. W zadaniu przyjmijmy T=298 K, 0.=0,5, K,=1,2-107, K.=3,5-10™.

(i) Dla jakich potencjatéw n prad ma charakter anodowy (j >0), a dla jakich katodowy (] <0Q)? Czy

odpowiedz zalezy od pragdu wymiany j,?

(ii) Doswiadczalnie mozna obserwowac dla odpowiednio dodatnich lub ujemnych wartosci potencjatu
elektrody liniowa zaleznos¢ potencjatu od logarytmu gestosci pradu, n=azblog]|j|. Jest to
réwnanie Tafela. Uzasadni¢ to réwnanie na bazie wzoru Butlera—Volmera. Wyrazi¢ wspoétczynniki a, b
poprzez fizyczne state wystepujgce w réwnaniu Butlera—Volmera.

(iii) Dla matych (bliskich zera) nadpotencjatéw n obserwuje sie liniowg zaleznos¢ gestosci pradu od
nadpotencjatu. Uzasadnic¢ te zaleznos¢ i zidentyfikowac wspodtczynnik nachylania prostej. Dla jakich
wartosci potencjatu liniowa zaleznosc¢ opisuje z doktadnoscig do 99% gestosé pradu?

W literaturze elektrochemicznej pojawia sie wiele form tego réwnania (por. np. A. Kisza, ,Elektrochemia cz. Il
Elektrodyka”, WNT, 2001). Zawsze jednak wystepuje wyktadnicza zaleznos$¢ gestosci pragdu na elektrodzie od
potencjatu.
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