Metody Matematyczne w Procesach Przemystowych — notatki do wyktadu
Krzysztof Szyszkiewicz

Wprowadzenie
Réwnania rézniczkowe zwyczajne lub ukfady takich rownan mozna rozwigza¢ wzorami przy pomocy
funkcji elementarnych tylko w pewnych sytuacjach. Na przyktad réwnanie

y'=2y+1,

ma rozwigzanie ogélne y(x)=Ce™ —1, gdzie CeR jest dowolng staty. Jezeli powyisze réwnanie
uzupetnimy o warunek poczatkowy, na przyktad y(0)=5, to otrzymamy konkretng funkcje

rozwigzujaca zagadnienie poczatkowe: y(x) = %e“ — 1. Podobnie problem z réwnaniem liniowym

Y=y+x, y(0)=5

ma rozwigzanie y(x)=6¢e" —x—1 (ktdére najtatwiej otrzymaé metoda uzmienniania statej). Natomiast
proste zagadnienie poczatkowe

y=xy+1, y(0)=y, (1)

ma rozwigzanie, ktérego nie daje sie wyrazi¢ przy pomocy funkcji elementarnych, chociaz mozna to
zrobié przy uzyciu tzw. funkcji btedu erf:

y(x) =€ (y, +\[Ferf(x /4/2). 2)

Funkcja btedu jest zdefiniowana jako funkcja gérnej granicy catkowania funkcji elementarnej y = e,

erf(x) = e"’zds, x € (-0, ), (3)

Jr5
ale sama juz nie jest funkcja elementarng (cho¢ mozna ja wyrazi¢ przez szereg Taylora, jak kazda
dostatecznie regularng funkcje). Oczywiscie funkcja btedu wystepujgca w rozwigzaniu (2) jest dobrze
znana i dostepna w kazdym praktycznie obecnie uzywanym Srodowisku obliczeniowym, zatem
mozemy uznaé, ze rozwigzanie réwnania (1) wyraza sie ,wzorem”. Funkcja erf ma nastepujace
oczywiste (z wyjatkiem jednej) wtasnosci

erf : R—>R, erf(0)=0, erf(—x)=—erf(x),

: , 2 (4)
—l<erf(x) <1, limerf(x)==%1, erf'(x)= Te .
X—>*o T

Ta nieoczywista wtasnos¢ to przeciwdziedzina funkcji erf, czyli zbiér (-1, 1) (podobnie jak dla funkcji
sini cos). To, ze wartosci funkcji btedu sg ograniczone do zbioru (-1, 1) wynika z catki
o \/;

je‘szds=7, (5)

—0

oraz z tego, ze funkcja podcatkowa w definicji (3) jest dodatnia. Wykres funkcji erf jest pokazany na
Rys. 1. Mozemy podsumowac: funkcja btedu jest nieskoriczenie rézniczkowalng nieparzystg i rosnaca
funkcjg o granicach liIP erf(x) = =1 i wartosciach ze zbioru (-1, 1).
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Rys. 1. Wykres funkcji btedu erf.

Zauwazmy, ze dzieki znajomosci rozwigzania w formie (2) mozemy od razu stwierdzi¢, iz dla x> 1
zachodzi przyblizenie y(x) = (¥, + \/g)exz. Jednak rozwigzania innych réwnan mogg sie jeszcze bardziej

komplikowa¢ i nawet wprowadzajgc kolejne funkcje specjalne (np. funkcje Bessela, catki eliptyczne,
catki Fresnela itd.) mozemy zawsze znalezé przyktady réwnan, ktérych rozwigzania nie wyrazajg sie
przez te funkcje. Przyktadowo, réwnanie ktdre opisuje kinetyke syntezy bromowodoru mozna
sprowadzi¢ do postaci

dy _, (a=y)b-»"
d ' b+ky

i nie widac¢ jak mozna by znaleZ¢ rozwigzanie w postaci wzoru (pomijajagc rozwigzanie w postaci
nieskoriczonego szeregu potegowego), gdyz oznacza to w pierwszym etapie obliczenia catki

I% v,
(a=y)b-y)

ktdra nie wyraza sie przez funkcje elementarne. Ale nawet gdy mozna catke wyrazi¢ ,,wzorem” to dalej
pozostaje problem odwiktania funkcji — co na ogét tez nie jest mozliwe analitycznie. Pamietamy, ze dla

reakcji A +B —> P z réwnaniem kinetycznym v = k[A]’[B] stezenie produktu jest spetnia réwnanie

co przy zatozeniu, ze [P], =0 sprowadza sie do réwnania

d[ P )

LAk, - (P18, - [P, (6)
gdzie [A4],, [B],to poczatkowe stezenia substratow. Jezeli przyjmiemy [4], =1, [B], =2,to otrzymamy
rownanie

d[P )
A a-rrpre-ry ”)

z warunkiem poczgtkowym [P], = 0. Po scatkowaniu tego réwnania (jest to réwnanie) o rozdzielonych

zmiennych) otrzymalismy rozwigzanie [P](¢) w formie uwiktanej
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ln(l_[P]j+ ! =kt + 1-In2. (8)
2-[P]) 1-[P]

Problem z taka reprezentacja rozwigzania jest teraz widoczny: nie mamy wprost (czyli jawnego)
wyrazenia na [P] w zaleznos$ci od czasu ¢. Zatem jego przydatno$é jest dos$é ograniczona. Dalej
mozemy spotkaé jeszcze trudniejsze sytuacje, gdy rozwazac bedziemy uktady rdwnan (odpowiadajg
one reakcjom chemicznym, w ktéry réwnolegle przebiega kilka reakcji). Z drugiej strony mozemy
konkretne rozwigzania uzyskiwa¢ metodami numerycznymi, ktére stosujemy wprost do wyjsciowego
rownania. W ten sposob jesteSmy w stanie w praktyce uzyskac przebieg steze w czasie dla dowolnie
skomplikowanego ukfadu reagujgcego. Wystarczy tylko zastosowa¢ odpowiednia metode
numerycznego catkowania uktadéw réwnan rdzniczkowych zwyczajnych. Najprostszymi s3 metoda
jawna Eulera i metoda jawna Rungego—Kutty Il rzedu (RK2).

Metod jawna Eulera
Dane jest zagadnienie poczatkowe

d
—dy = [ (1Y), ¥(ty) =y, (9)
t

Zagadnienie to chcemy rozwigza¢ na przedziale [7,, 7,,, ]. W tym celu dzielimy przedziat na N réwnych

kon

podprzedziatbw o dtugodci Ar=(z,, —t,)/ N za pomoca punktéw ¢, =¢,+kAt, k=0,1,...,N.

Poszukujemy przyblizenia rozwigzania w punktach ¢, €[t,, ¢,,,]. Oznacza to, ze szukamy ciggu

kon
YosVis---» Yy takiego, ze mozliwie dobrze przybliza doktadne wartosci doktadnego rozwigzania w
punktach ¢,, czyli wartosci y(t,), y(¢,), ..., ¥(ty), gdzie y=y(f) jest doktadnym rozwigzaniem
zagadnienia (9). Najprostszym sposobem konstrukcji takiego ciggu przyblizern jest zastgpienie
pochodnej y'(¢) ilorazem réznicowym w przéd:

Y'(@) =y +At)—y(t) / At (10)

Jezeli zastagpimy pochodng w réwnaniu (9) powyzszym ilorazem w punktach ¢, i uwzglednimy fakt
t,,, =t, +At, to otrzymamy przyblizenie

y(tkﬂ) _y(tk)

AL ~ [, y(@) = Yt )= y(E)+ A f (@, v(E)s (11)

ktdre jest podstawa do zdefiniowanie metody tworzenia rozwigzania numerycznego wg schematu
Vin =W, +At- f(@,,y,), k=0,1,...,N. (12)

Powyzszy wzor definiuje jawny schemat Eulera. Mozna pokazaé, ze przy odpowiednio regularnej
funkcji f(¢,y) cigg uzyskany tym schematem jest zbiezny do doktadnego rozwigzania, gdy Az — 0.
Oznacza to, ze na skonczonym przedziale jezeli tylko wezmiemy dostatecznie maty krok Az >0, to
uzyskamy rozwigzanie numeryczne zagadnienia (9) z dowolng dokfadnoscig. Oczywiscie tyle méwi
teoria, ale w praktyce musimy liczy¢ sie z tym ze (i) w arytmetyce komputerowej nie mozemy braé
dowolnie matego kroku oraz (ii) bardzo maty krok zwieksza czas obliczen. Metoda jawna Eulera ma
btad rzedu At.

Schemat jawny Eulera jest na tyle prosty, ze bez trudu mozna go zrealizowa¢ nawet bez umiejetnosci
programowania. Wystarczy tylko postuzy¢ sie arkuszem kalkulacyjnym oraz odpowiednie zdefiniowaé
formuty.
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Metod jawna Rungego—Kutty Il rzedu
Zagadnienie poczatkowe (9) na przedziale [¢,, ¢,,,] catkujemy nastepujgcymi wzorami

Ve =V +AL- f(t, + 1AL Y, +3AtK), K =At- f(t,,y,)At, k=0,1,...,N. (13)

Zaletg tej metody w poréwnaniu z metoda Eulera jest wieksza doktadnos¢ (btad jest rzedu (A?)?), za
cene niewielkiej komplikacji metody.

Przyktad 1. Rozwazmy dwa testowe zagadnienia poczatkowe (a jest dowolnym parametrem):

y'=ay, y(0)=2,

14
y'=2y+sint, y(0)=1. (14)

W obu przypadkach tatwo jest znalezé catki ogdlne réwnan (pierwsze jest oczywiste, a drugie
znajdujemy metodg uzmienniana statej):

y(t)=Ce",

y(t)=Ce* — %(cost —2sint),

co po wstawieniu warunkow poczatkowych daje rozwigzania
y(t)=2e",

y(t)zéezt —l(cost—Zsint). (13)
5 5

Ponizej, na Rys. 2, przedstawione jestimplementacja jawnej metody Eulera dla pierwszego zagadnienie

zdefiniowanego w (14). Przyjeto parametr a =—2, natomiast krok catkowania Az =0,05. Jak wida¢ z

rysunku zgodnos¢ jest catkiem dobra, a jezeli chcemy wiekszg doktadnos¢ to nalezy zmniejszy¢ krok.

Nalezy jednak podkreslic, ze prezentowany przyktad jest bardzo stabilny (pod wzgledem

numerycznym) i nie s3 wymaga ekstremalnie matych At lub bardziej zaawansowanych metod.
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Rys. 2. Rozwigzanie doktadne i numeryczne zagadnienia (14) jawng metodq Eulera. Krok czasowy At = 0,05.

Na kolejnym rysunku (Rys. 3) jest pokazana realizacja metody Eulera dla drugiego zagadania z (14).
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A B C D E F G H ) K L
1 |ty 0
2 ly(ty) 1 Rozwigzanie numeryczne i doktadne
3 |At 0,05
4 \j $B$31 I=(z='}37%1\1(&?))
5
6 te |y [numer]| y(t ) [dokfll -
7 0,00 1 _— 1| [Trmm - 5y 5
5 00 70 e J =(6/5)*EXP(2*A8)-(1/5)*(COS(AB)-2*SIN(A8))
9 0,10 1,2125 1,3066 250
10 0,15 1,3387 1,4819 200
11 0,20 1,4801 1,6736
12 0,25 1,6380 1,8836 150
13 0,30 1,8142 2,1137 100
14 0,35 2,0104 2,3658 o
15 0,40 2,2286 2,6422
16 0,45 2,4709 2,454 0
17 050 27398 3,782 0.00
18 0,55 3,0377 3,6436 y (numer) ———vy (dok)

Rys. 3. Rozwigzanie doktadne i numeryczne drugiego zagadnienia z (14). W tym przypadku widac juz istotng rozbieznosé.

nalezy zatem zmniejszy¢ krok czasowy At.

W tym przypadku widaé, ze rozwigzanie doktadne i numeryczne zaczynajg sie dos¢ istotnie réznic dla
t>1,5, dlatego nalezy zmniejszy¢ krok catkowania (lub wybraé inna metode, na przyktad RK2).

Przyktad 2. Synteza bromowodoru — symulacja numeryczna metodg jawng Eulera.

Reakcja H, + Br, — 2HBr rzadzona jest przez réwnanie kinetyczne

d[HBr] _ [H,][Br,]"”

=k, . (16)
dt [Br, ]+ k,[HBr]
Jezeli przyjmiemy, ze [HBr], =0, to ze stechiometrii tej reakcji wynika, ze
[H,]=[H,], —3[HBr], [Br,]=[Br,], —3[HBr]
co po wstawieniu do (16) daje zagadnienie poczatkowe
&y, [y =3 )([Br], 0"
dar [Br,], +(k, — 1)y (17)

1(0) =0.

Na Rys. 4 pokazana jest realizacja jawnej metody Eulera dla zagadnienia (17). Jak wida¢ rozwigzanie
zmierza asymptotycznie do wartosci 6, co jest zgodne z oczekiwaniem, gdyz poczatkowe wartosci
substratéw wynosza [H,], =3 i [Br,], =4, tak wiec wodor zostanie catkowicie zuzyty i koricowe

stezenie produktu bedzie 2-3 = 6.
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Rys. 4. Ewolucja stezenia HBr w reakcji syntezy bromowodoru z pierwiastkow uzyskana jawng metodq Eulera.

Przyktad 3. W punkcie (7) przytoczono przyktad zagadnienia poczatkowego dla reakcji A+ B+C — P

z réwnaniem kinetycznym v = k[ A]’[B], ktére po scatkowaniu daje rozwigzanie w formie uwikfanej (8)

(dla warunku poczagtkowego [A4], =1, [B], =2 i[P], =0). Zatem trudno powiedzie¢, ze w petni problem

zostat rozwigzany. Natomiast nie ma zadnej trudnosci w uzyskaniu rozwigzania numerycznego wprost
z réwnania (7) co jest pokazane na Rys. 5.
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Rys. 5. Ewolucja stezenia produktu w reakcji opisanej rownaniem (7) z warunkiem pocz. y(0) = 0. Rozwigzanie dane jest w
formie uwiktanej (8), ale tutaj jest uzyskiwane bezposrednio poprzez numeryczne catkowanie wyjsciowego zagadnienia.
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Przyktad 4 (Reakcje oscylacyjne)

Zjawisko autokatalizy wnosi do przebiegu reakcji chemicznych dodatnie sprzezenie zwrotne co moze
prowadzi¢ do ciekawych rozwigzan. Uwzglednienie dodatniego sprzezenia zwrotnego prowadzi do
whniosku, ze reakcjach chemicznych mozliwe jest zjawisko oscylacji stezen reagentdéw. Pierwszy taki
model trzech reakcji zostat zaproponowany w 1910 przez Alfreda Lotke. Opisuje on hipotetyczny
mechanizm dla sumarycznej reakgji

A — P (produkty)

W modelu tym wystepujg dwie formy posrednie (produkty przejsciowe) X oraz Y, a reakcje
elementarne sa nastepujgce
k]
A —>X
ky
X+Y - 2Y (18)
k3
Y > P
Poniewaz reakcje w (18) sa reakcjami elementarnymi, zatem ich szybkosci wynoszau, =k,[A],

v, =k,[X][Y], v, =k,[Y]. Mozemy teraz tatwo zapisa¢ rownania kinetyczne dla X oraz Y wykorzystujac
bilans kazdego sktadnika:

X _ AT kXY,
df; | (19)
9] XYY T- kY]

dt

Tym razem mamy juz do czynienie nie z pojedynczym réwnaniem rézniczkowym zwyczajnym, ale z
uktadem takich rownan (ang. ODEs — ordinary differential equations). Jezeli substrat A jest w
nadmiarze lub jest uzupetniany (np. w reaktorze przeptywowym), to mozemy przyjac, ze stezenie jego
jest w przyblizeniu state: [A]=[A], = const. Rozwigzemy numerycznie uktad réwnan metoda jawna

Eulera dla uktadu. W tym przypadku tworzone sg rownoczesnie dwa ciagi przyblizen

Xos X5 Xyy Xgy .o
Yoo Vis Vas Viseee
dla dwdch funkcji niewiadomych [X](¢), [Y](¢) spetniajacych uktad réwnani rézniczkowych (19). Na

Rys. 6 jest przedstawione przyktadowe rozwigzanie dla danych z tabeli ponizej:

[X], | [Y], | [Al [ K| ke | As
15 6 12 |1]01 |1

Metoda jawna Eulera dla ukfadu (19) ma nastepujaca postac:
X =X, + A (k[A], — kX, 0,),

Vi = AL (kX — Ky, (20)
k=0,1,2,...

gdzie x, =[X],, v, =[Y], to zadane stezenia poczgtkowe sktadnikédw Xi Y.
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Rys. 6. Rozwigzanie numeryczne metoda jawngq Eulera uktadu rownan Lotki (19) opisujgcego mechanizm reakcji chemiczne;j
(18). W uktadzie nie obliczamy produkt — chociaz tatwo dodac jeszcze trzecie réwnanie, w ktérym bedzie ewolucja [P].
Nalezy zwrdcic uwage na oscylacyjny charakter stezenia form przejsciowych X i Y.

Przyktad 5 (Zegar jodowy). Reakcje zegarowe sg popularnym elementem pokazach chemicznych.
Ogdlnie, reakcja zegarowa polega na tym, ze od chwili zmieszania reagentéw, po pewnym dos¢ dobrze
okreslonym czasie, nastepuje bardzo wyraznie obserwowalna zmiana w uktadzie reakcyjnym.
Zazwyczaj jest to spektakularna zmiana koloru, na przyktad z bezbarwnego na granatowy.

Jedng z czesciej prezentowanych reakcji zegarowy jest tzw. zegar jodowy, w ktérym efekt kolorystyczny
uzyskuje sie na skutek pojawienia sie w pewnym momencie sporej ilosci jodu, ktory w reakcji z obecng
w mieszaninie skrobig powoduje intensywne granatowo-czarne zabarwienie roztworu. W typowym
uktadzie zegara jodowego sktadnikami sg: (i) zakwaszony roztwor tiosiarczanu sodu (Na;SOs), (ii)
nadtlenek wodoru (H,0,), (iii) jodek potasu (Kl), (iv) dodatek skrobi.

Podawany zazwyczaj w literaturze opis reakcji zachodzgcych w zegarze jodowym jest nastepujacy:

H,0, +2I" +2H" &2 1 4 2H, 0 1)
25,07 + I, —R2%9) g O +2I°

Ostatnie badania (Ben Ruekberg, Journal of Chemical Education 2020, 97, 1688—1693) sugeruja, ze
druga reakcje powinna by¢ zastgpiona przez

28,07 +401 +20H —212%9 5 2807 +4I" +H,0 (22)

Z badan doswiadczalnych wynika, ze reakcje w tym uktadzie sg drugiego lub pierwszego rzedu.
Sktadniki H,0, oraz H* sg w nadmiarze i mozna przyja¢, ze ich ilos¢ jest w przyblizeniu stata. Natomiast

istotnie zmieniaja sie stezenia nastepujacych sktadnikéw 17, I,, S,03". Ponadto, aby uzyska¢ efekt
zegara jodowego, tiosiarczan powinien by¢ w niedoborze, tak aby po jego wyczerpaniu zaszta reakcje
jodu ze skrobig). Mamy wiec szkielet reakcji
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21— ky (powoli) 12
25,07 + I, —RW@209) 5 a1

(23)

Przy zatozeniu kinetyki pierwszego rzedu (pierwsza reakcja) i drugiego rzedu (druga reakcja) mozemy
zapisac nastepujace rdwnania rézniczkowe zwyczajne:

AT S,07L] - AT ]
dt
M = kl[Ii] - kz[szoii][IZ]
dt
AS:0 ] _ 15,07 L]
dt

(24)

Wprowadzajac dla wygody oznaczenia x(t) =[1"], y(t)=[1,], z(¢) =[S,05 ] powyiszy uktad przyjmie

postac

? = k,zy — kx
% =kx - kzy
% =—-k,zy

Zastosowanie jawnej metody Eulera dla uktadu (25) sprowadza sie do nastepujgcych iteracji

[ ST R SETTRY C

X =% +Akyz, v, — kX)) vy =y AKX, — Kz ,), z, =2 T A=K,z p0)
k=0,1,2,...

gdzie x, =x(0)=[I"],, ¥, = ¥(0) =[1,],, z, =2(0) =[S,07 ],.

Implementacja w oparciu o formuty jest pokazana na ponizszym rysunku (Rys. 7).

A
Dane do sy

B
ymulaciji

k1

0,05

k2

200

[Tl =x(0)

13

Ll =20

0,05

[5; Osz-]a =z(0)

3

dt

0,003

War. pocz.

Symbol chem.
f

0.057

€

D

E

Wyniki obliczen (stezenia
skiadnikow w funkcii czasu),

Ir]
x(t)

1
1,94978
1,52009
1,57333
1,53213
1,56371
1,53933
1,55604
1,54362

1,5547
1,54617
1,55272
1,54768
1,55155
1,54858
1,55086

1,5491
1,55046
1,54942
1.55021

L]
WIE

005" 3
-0,04978

0,02991

-0,02333

0,01787

-0,01371

0,01067

-0,00804

0,00638
-0,0047
0,00383

-0,00272

0,00232

-0,00155

0,00142

-0,00086

0,0009

-0,00046

0,00058

-0.00021

F G H ] K L -
o ML kps.orqm - kil
28,07+ 1, M) 21 dt

— dl1,] _ N

T = K[T7] - &y[S;,0:7][1,]
@ = _kz[szogil[lz]
/| =C12+§B$7+($B$3*E12*D12-$B32+C12) dt

=C12+5B$7~($B33+E12-D12-5B52+C12) |

A

| -c12-s857-(s853-E12-D12-3882-C12) |

29T

2,97945
2,92598
2,96694
2,93513
2,95928
2,94033
2,95452
2,94321
2,95151
2,94472
2,94953
2,94543
2,94817
2,94565
2,94718

2,9456

2,9464
294537

Stezenia trzech gtéwnych sktadnikéw
reakcji zegar jodowy

N o}

(25)

Zmiana oznaczen

dax
drt

dz
dt

dr

30

Rys. 7. Zegar jodowy — przyktadowa implementacja metody jawnej Eulera w oparciu o formuty arkusza kalkulacyjnego.
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Niestety problem z realizacjg obliczeniowg zegara jodowego w oparciu o formuty arkusza jest taki, ze
dla przyktadowych danych z Rys. 7, aby otrzymaé wyniki zbiezne do rozwigzania nalezy wybraé bardzo
maty krok Af~ 0,001-0,003. A poniewaz efekt gwattownego wzrostu stezenia I, nastepuje dopiero
dla czasu ¢ ~ 40, oznacza to, ze musimy wykonac ok. 40/0,001 = 40 tys. iteracji, co jest praktycznie
bardzo niewygodne, bo oznacza przecigganie formuty w zakresie ok 40 tys. wierszy (cho¢ mozliwe —w
arkuszu Ms Excel Office 365 maksymalna liczba wierszy wynosi 1 048 576). Na Rys. 7 przyjeto krok
At=0,003 (ale dla Ar=0,0034 obliczenia sg juz rozbiezne), co wymagato ok. 15 tys. wierszy do
otrzymania rozwigzania w zakresie 0<¢<45. Dlatego lepiej jest wykonywa¢ obliczenia uzywajac
procedury VBA. Wyniki pokazane sg na Rys. 8.

A B C D E F G H J K L M N o
Dane do symulacji
ki 0,05 _ 2 -
k2 200  Uruchom obliczanie stezen = K[S,071[L,] - K[T7]

28,07 + I, =D, o1
[Tlo=x(0) L5 — dlL, _ . 3 :
e © e ] ) - Risor ]

[8:05 ] ==(0) 3 2-
t_kon - 100 5.9, = *k:[S;O? IIL]

&t 0,001 dr

o
o
Pl

o Rl { d[r]
dt

S& 8|5 y5

[T BRI NV S I
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sktadnikow w funkeji czasu)
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reakcji zegar jodowy

Symbol chem. 1] L] [5,0:7] 35
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Rys. 8. Wyniki przyktadowych obliczen stezen reagentow dla reakcji zegara jodowego otrzymane procedurq VBA. Na rysunku
widoczna jest tylko czes¢ wygenerowanych wartosci (tabelka ,,Wyniki obliczeri”) do chwili t = 7,182. Wykres obejmuje
jednak caty zakres [0, t_kon=100].

Symulacja (Rys. 8) wyraznie pokazuje charakterystyczny efekt zegarowy. Jak widaé stezenie jodu,
y(¢)=[L,], utrzymuje sie do chwili ¢ ~ 38,5 praktycznie na statym bardzo matym poziomie (ok. 0,0015),
ale jednoczes$nie caty czas, niemalze liniowo spada stezenie jondw tiosiarczanowych S,03%. Gdy jony
te ulegna wyczerpaniu, to szybka reakcja utlenienie jodu (I, —2I") zostanie wstrzymana, co

spowoduje gwattowny wzrost stezenie jodu I, ktéry w potaczeniu ze skrobig obecng w mieszaninie
zamanifestuje sie gwattowng zmiang koloru roztworu z bezbarwnego na ciemno-granatowy.

Zasadnicza czes$¢ procedury numeryczne dla omawianego uktadu jest pokazana na rysunku Rys. 9. Jak
widac zasadniczy krok metody Eulera jest realizowany instrukcjami

xl=x+dt*fl(x, vy, z), yl=y+dt*fl(x, vy, z), zl=z+dt*fl(x, y, z)
gdzie x, y, z to sg poprzednie wartosci (dla chwili 7,), a x1, y1, z1 to ,nowe wartosci” (dla chwili

t,,, =t, +dt). Prawe strony ukfadu (25) zdefiniowane sg jako osobne funkcje VBA (tak jest czytelniej i
tatwiej procedure adaptowac do innych reakcji), na przyktad
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Function fl(x As Doubkle, y As Double, z As Double) As Double

Dim k1 As Double
Dim k2 As Double

kl = Cells (2, 2)
k2 = Cells (3, 2)
fl =%k2 *z *y -kl * x

End Function

Podobne funkcje wynikajgce z prawych stron definiujemy jako f2 i 3.

Zwroémy tez uwage na fragment kodu ujety instrukcja If-Then. Nie dotyczy on samej metody
numerycznej, ale zwigzany jest z organizacja wypisywania danych. Poniewaz przy kroku Az =0,003 dla
przedziatu 0<¢<100 generowanych jest ponad 33 tys. wartosci to oczywiscie nie ma sensu
wprowadzaé ich wszystkich do komdérek arkusza. Przyjeto rozwigzanie, ze tylko co 400-na wartosé jest
wypisywana. Stad licznik i zwiekszany po kazdej iteracji petli While, gdy przyjmie wartos¢ 400
nastepuje wypisanie wartosci, a nastepnie jest resetowany instrukcjg i1 = 1. Natomiast licznik k
numeruje kolejne wiersze i jest zwiekszany tylko w ciele instrukcji If-Then.

While (t < t kon)
xl = x +dt * fl(x, vy, z)
vyl =y + dt * f2(x, v, z)
zl =z +dt * £3(x, vy, Z)
If i = 400 Then
Cells(k, 2) t
Cells(k, 3) = x
Cells(k, 4) =y
Cells (k, 5) z
k=k+ 1
i=1
End If
x = x1
y =yl
z =zl
i=1+1
t t + dt
Wend

Rys. 9. Kod VBA realizujgcy jawng metode Eulera ze statym krokiem dla uktadu trzech réwnan roézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu. Fragment z instrukcjq ,IF-Then”, ktdra tu wystepuje nie jest faktycznie czescig numeryczng, ale zwigzany
jest z organizacjg wypisywania w komdrkach arkusza tylko co 400-nej wartosci obliczanej.

Caty kod VBA jest umieszczony na serwerze w katalogu z materiatami (plik Zegar jodowy.xIsm).



