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Liczby zespolone - podstawy

Réwnanie X*+1=0 nie ma rozwigzania w zbiorze liczb rzeczywistych R. Tak wiec nie kazdy
wielomian o wspdtczynnikach nalezgcych do zbioru R posiada miejsce zerowe nalezgce do tego
samego zbioru. Z punktu widzenia teorii wielomianéw rzeczywistych i rdwnan algebraicznych (tzn.
wielomianowych) jest to istotna wada. Okazuje sie jednak, ze zbiér liczb rzeczywistych zawiera sie w
wiekszym zbiorze liczb zespolonych C, ktéry juz tej ,wady” nie posiada. Poczatki teorii liczb
zespolonych siegajg pierwszej potowy XVI wieku i sg zastugg gtownie matematykéw wtoskich —
przede wszystkim Girolamo Cardano, Scipione del Ferro i Lodovico Ferrari.

Przypomnijmy, ze wstepnego kursu matematyki, ze iloczyn kartezjariski zbiorow X i Y, oznaczany

symbolem X xY, jest to zbior uporzagdkowanych par (X, y), gdzie xe X i yeY; zatem

XxY = {(x,y): xe X, yeY}.

lloczyny kartezjanskie wystepujg w matematyce bardzo czesto. Na przyktad ptaszczyzna liczb
zespolonych jest to iloczyn kartezjariski RxR (w skrécie — R?), gdzie R jest zbiorem liczb

rzeczywistych.

DEFINICJIA. Zbidr C=RxR, w ktérym zdefiniowano dwa dziatania dwuargumentowe + oraz -

nastepujaco
(X Y1) + (X5, ¥,) = (X + X, Y, + Ys,), (1)
(X ¥0) - (%2, Y2) = (XX = Vi You X Yo + % Yy), (2)

nazywamy zbiorem liczb zespolonych.® Elementy tego zbioru nazywamy liczbami zespolonymi.
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Dziatanie ,,+” nazywamy dodawaniem (zespolonym), a dziatanie ,,” nazywamy mnozeniem
(zespolonym). Dla danej liczby zespolonej z=(X,y)eC liczbe rzeczywista X nazywamy czescig
rzeczywistq, natomiast Yy czescig urojong liczby zespolonej z. Czes$¢ rzeczywistg liczby zespolonej z
oznaczamy przez Rez, a czes$¢ urojong przez Imz. Tak wiec mamy: x=Rez, y=Imz. Z definicji

zbioru liczb zespolonych wynika, ze mozemy je interpretowaé jako punkty na ptaszczyznie z uktadem
wspotrzednych OXY. O$ rzednych (pozioma, OX) nazywamy osig rzeczywistg (Re), a o$ odcietych
(pionowa, QY) — osig urojong (Im).

t Scidle rzecz biorac, w matematyce zbiér C (oznaczany tez symbolem C) wraz z podanymi dziataniami nazywa
sie ciatem liczb zespolonych. Terminologia ta zwigzana jest z tym, ze w algebrze ogdlnej rozwaza sie przede
wszystkim tzw. struktury algebraiczne. Najwazniejsze z nich to grupa, pierscien i ciato. Kazda z tych struktur ma
zdefiniowane dziatania, ktdre posiadajg pewne charakterystyczne wtasnosci. Okazuje sie, ze liczby zespolone ze
swoimi dziataniami + i - spetniajg kryteria dla ciata (algebraicznego). Podobnie jest z liczbami rzeczywistymi — to
tez jest ciato algebraiczne (ale istotnie rézne od ciata liczb zespolonych).
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W zbiorze C mozemy wyrdzni¢ podzbiér par (X,0), ktoéry ma wszystkie formalne witasnosci liczb
rzeczywistych. Dlatego mozemy przyjgé, ze R < C, a geometrycznie zbidr liczb rzeczywistych

utozsamic z poziomg osig na pfaszczyznie zespolonej.
Role jedynki w zbiorze C petni liczba (1, 0), gdyz
z-(1,0)=(x,y)-1,0)=(x-1-y-0,x-0+y-))=(x, y) =z (3)
Z definicji (1) i (2) wynika, ze dziatania dodawania i mnozenia liczb zespolonych majg typowe
wiasnosci znane z arytmetyki liczb rzeczywistych. Niech z, z,, z,, z, € C. Wtedy:
1) z, + 2, =7, + 7, (przemiennos¢ dodawania)
2) (z,+2,)+2,=12,+(2, + 2,) (fgcznos¢ dodawania)
3) z+0=12, gdzie 0=(0,0) (istnienie elementu neutralnego dodawania)
4) VzeC 3IweC takie, ze z+w=0 (istnienie elementu przeciwnego wzgledem dodawania)
5) z,-2, =1, -7, (przemiennos¢ mnozenia)
6) (2,-2,) 2, =12,-(2,-2;) (tacznos¢ mnozenia)
7)1-z=1 gdzie 1=(1,0) (istnienie elementu neutralnego dla mnozenia)

8) jezeli z#0, toistnieje We C takie, ze Z-W =1 (istnienie elementu przeciwnego wzgledem

mnozenia — nazywamy go liczbg odwrotng)

9) z,-(z,+23)=1,-7, + 7, - 7, (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania)

Szczegdblng role w zbiorze liczb zespolonych petni liczba i=(0, 1) € C, ktdrg z powoddw historycznych

nazywamy jednostka urojong. Obliczmy jej kwadrat (mnozenie zgodne ze wzorem (2)):
i=i-i=(0,-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1, 0)=—(1, 0) =1,

gdyz jak juz wiemy liczba postaci (1,0) € C petni role jedynki w C i jest mozemy jg po prostu

s . s . 2 . . . H es .
oznaczy¢ symbolem 1. Tak wiec réwnanie z° +1=0 w zbiorze C ma rozwigzanie z, =i (oczywiscie
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drugim rozwigzaniem jest z, =—i). Co wiecej, fatwo sprawdzi¢, ze s to jedyne rozwigzania, gdyz

zachodzi tozsamos¢
22 +1=(z-i)(z +1),
ktéra sprawdzamy bezposrednim rachunkiem:
(z-D)z+)=2"+zi—iz—i*=2* - (-1) =2° +1.

Uzywajgc zatem znanego oznaczenia na pierwiastek kwadratowy mozemy napisaé: <-1=i lub

N-1=-i. Jest to jak najbardziej realna réwno$é, tyle ze istnieje ona w ,szerszej” strukturze
algebraicznej — w zbiorze zespolonych C.

Postac¢ algebraiczna i sprzezenie liczby zespolonej
Z formalnej definicji liczb zespolonych wiemy, ze s to pary (X, y) liczb rzeczywistych. W praktyce

(zwtaszcza rachunkowej) postugiwanie sie takim zapisem nie jest wygodne. Posta¢ algebraiczna takiej
pary to wyrazenie X+iy dla X,y € R. Postaé ta wynika z przyjetych dziatan w C. Mamy zatem

Z=(X,y)=X+1iy,
gdzie wykorzystaliSmy utozsamienie liczb (X,0), (y,0) z liczbami rzeczywistymi X, Y.

Postugiwanie sie takg reprezentacjg liczb zespolonych niezwykle utatwia wykonywanie
standardowych rachunkdw (mnozenie, dzielenie, dodawanie). Nalezy tylko pamieta¢, ze i* =—-1, a do

wyrazenia X+iy stosowac znane prawa (tgcznos¢, przemiennosé, rozdzielnos¢). Niech na przyktad

z, =2+5i, z, =3-2i. Wtedy mamy

2,+2,=2+51+3-2i=5+3i,

2,-2, = (2+5i)-(3-2i) =6 —4i +15i —10i* =6 +11i —10- (1) =16 +11i,

2z, _2+5i _(2+5i)(3+2i) _6+4i+15i +10i* _6+19i +10(-1) _—4+19i _4 19,
z, 3-2i (3-2i)(3+2i) 3 —(2i)? 9-4(-1) 13 13 13

DEFINICJIA. Sprzezeniem liczby zespolonej z=Xx+1iy nazywamy liczbe zespolong 7 okreslong wzorem
Z=X-1y.

Uwaga: w fizyce, chemii czy naukach technicznych czesciej uzywanym oznaczeniem na sprzezenie jest
symbol z*.

Geometrycznie liczba sprzezona do Z na ptaszczyznie zespolonej C =R? jest jej obrazem w symetrii
osiowej wzgledem osi OX (Rys. 1). Dla liczby z e R sprzezenie pokrywa sie z tg liczbg, gdyz wtedy
y=Rez=0.
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.ll]'_l’n
z=x+1iy
Re
Z=x-1y

Rys. 1. Geometrycznie liczba sprzezona do Z jest jej obrazem w symetrii osiowej wzgledem osi OX.

FAKT 1. (Wtasnosci sprzezenia zespolonego). Niech z,, z, € C. Wtedy zachodzg réwnosci:

N
iy
J’_
N
N
Il
N|
WL
+
N|
N
N

1\~ 2L, =01, 12y =717,

Z Z = = =
2= Z=1, z+Z=2Rez, z-7=2Imz.
Z2 Z2

Modut liczby zespolonej
DEFINICJA. Modutem liczby zespolonej 7 =(X,y)=X+1y nazywamy liczbe rzeczywistg | z| okreslong

wzorem | Z|= /X% + y2.

Z definicji wynika, ze modut liczby zespolonej jest nieujemny: | z|>0. Ponadto |z2|=0 < z=0. Jezeli
z#0, to|z]|>0.

Modut liczby zespolonej jest uogdlnieniem pojecia wartosci bezwzgledniej liczby rzeczywiste;.
Geometrycznie modut | z| jest rowny odlegtosci liczby z € C od poczatku uktadu wspétrzednych na
ptaszczyznie zespolone;j.

Dla dwoch liczb zespolonych z,,z,€eC mamy z, —z, =X +iy, — (X, +1y,) = (X —X%,) +i(y, — ¥,).

wiec

|21_22 |:\/(X1_X2)2 +(y1_y2)21

co oznacza, ze modut réznicy, |z,—-2,|, jest réowny odlegtosci pomiedzy punktami z,,Z, na

ptaszczyznie zespolonej.

FAKT 2. (Wtasnosci modutu liczby zespolonej). Niech z, z, z, € C. Wtedy mamy

D |Z]=lz]=[-z], 2) 27=|zP,

z|_lz|
3)|2122|:|21||22 |1 4) —1:—1,

| 1z,
5 lz+z7, 1<+, 6) ||z.1-12,| <1z -2,

7) |Rez|<L|z|, |Imz|<|z].
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Postac trygonometryczna liczby zespolonej
Jak juz wiemy liczby zespolone mozemy reprezentowac jako punkty na ptaszczyznie zespolonej C,

ktéra geometrycznie jest tozsama z ptaszczyzng RZ?. Istotnym dodatkiem do tej struktury jest
mnozenie takich punktéw (lub wektoréw) zdefiniowane wzorem (2). Jednak standardowa
reprezentacja liczby zespolonej z=(X,y)=x+iyeC, gdzie X,yeR s3 wspdtrzednymi
kartezjaniskim punktu nie zawsze jest wygodna. Czasami wygodna jest reprezentacja odpowiadajgca
wspotrzednym biegunowym: odlegto$é r>0 od $rodka (0,0) oraz kat 0 < ¢ <27 pomiedzy osig OX
a potprosty przechodzaca przez $rodek i liczbe z = (X, y).

yloooo 2= (xy) = x+iy

x<|------

Jezeli z=x+1y # 0, to istnieje doktadnie jedna liczba 0< @ <27 taka, ze

X . y
cosp=—, Sinp=——.

|z| |z

Tak okreslong liczbe bedziemy nazywac argumentem gtéwnym liczby zespolonej z # 0. Przyjmujemy

(4)

dla z=0 argument ¢ =0. Tak wiec mamy X =|z|cose, Yy=|z|sing, co daje

Zz=Xx+iy=r(cosp+ising), (5)

gdzie r=|z|>0. Ten sposdb przedstawienia liczby zespolonej nazywamy postacig

trygonometryczng.

Jezeli dopuscimy w reprezentacji trygonometrycznej (5) dowolne argumenty ¢ € R (bez ograniczenia
sie do przedziatu [0, 27)), to przedstawienie (5) nie jest jednoznaczne, ale rézne argumenty beda
réznity sie o catkowitg wielokrotnosé liczby 27 :

z=r(cosg, +ising) =r(cose, +ising,) = ¢, —@ =2kz dlapewnego k € Z.

Przyktad. Podane liczby zespolone z=Xx+iy zapiszemy w postaci trygonometryczne;j:

a)z=1 = z=1+i-0, skad
z=1-(cosO+isin0)=cosO+isin0;
b) z=-1 = z=-1+i-0, skad
z=1-(cosz+isinz)=cosxz+isinr;

c) z=1+i =
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77| (cosZ +isinZ) =17 +12 (cos Z +isin ) = \/2(cos Z +isin 2).

d) z=2+i28 =

2
|z|= 22+(¥) = J4+42 = 4+§=\/¥=%=¥. Ponadto mamy

zatem z =%% (cosZ +isin ).

Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych zapisanych w postaci trygonometrycznej

Niech z, =r(cosg, +ising,), z, =r,(cos¢e, +ising,). Wtedy mamy dla iloczynu:
2,2, =1,(COs g, +ising,)r,(cose, +ising,) =, ((cos¢, cosp, —sing, sing,)
+i(sin ¢, cos ¢, + COS ¢, Sin (02)) =11, (Cos(p, + ¢,) +isin(p, +¢,)),

gdzie skorzystaliSmy ze wzordw na kosinus sumy oraz na sinus sumy. Tak wiec przy mnozeniu liczb
zespolonych moduty sie mnoza, a argumenty dodajg. Przy dzieleniu argumenty bedg sie odejmowaty

7, _ n(cosg +ising) 1 (cosg +ising)(cosg, —ising,)
z, r,(cose,+ising,) T, (COSg, +ising,)(cose, —ising,)

I, COS¢, COS @, +Sin g, Sing, +i(sin ¢, Cos g, —CoS @, Sin @, )

r, (cosg,)? —(ising,)’

_h cos(g, —@,) +isin(p, — ,) _h cos(g, —@,) +isin(p, — ,)
r,  (cose,)’+(sing,)? r, 1
r

:r—l(COS((ﬂl _(pz) + iSin((pl _(pz))'

Funkcje zmiennej zespolonej. Wzér Eulera
Wszystkie znane z rachunku rézniczkowego elementarne funkcje zmiennej rzeczywistej XxeR

(sinx, cosx, e*,Inx,...) mozna rozszerzy¢ na zbior liczb zespolonych (lub jego podzbidr — tak jest z
funkcjg logarytm). We wspdtczesnym podejsciu w matematyce, definicje tych funkcji opierajg sie na
rozwinieciu w szereg potegowy Taylora, np.

- - ( 1) 2n+1 ~ (_1)n 2n z > 1 n -
sinz , COSZ= 2", e =exp(z)=>» —z" dlaz=x+iyeC. 6
~ 2’ 2 ) PO =27 daz=x+iyeC. (o)

Tak okreslone funkcje przyjmujg wartosci wychodzace poza R, zatem mamy
sin, cos, exp: C —» C.

Pewne wifasnosci tych funkcji znane z analizy rzeczywistej, np. okresowos$¢ funkcji sin i cos, czy
jedynka trygonometryczna, sg zachowane

sin(z+2x)=sinz, cos(z+2x)=cosz, sin®*z+cos’z=1, (7)
ale inne nie — na przyktad funkcje sin i cos nie sg ograniczone w zbiorze C, tzn.

zachodzi |sinx|<1 dla xe R, ale modut |sinz| nie jest ograniczony dla z € C. (8)
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Przyktadowo sin(1+1i) ~1,298 + 0,635i skad |sin(1+1i)|~1,445.

Funkcja logarytm moze takze by¢ rozszerzona, ale nie na catg ptaszczyzne zespolong. Najbardziej
naturalne jest rozszerzenie funkcji In(X) na zbiér C\{(x,y): x<0, y=0} (czyli wycinamy catg pétos
liczb ujemnych wraz z zerem). Natomiast funkcja Jx okreslona w dziedzinie rzeczywistej tylko dla
x>0, po przejsciu do wariantu dla liczb zespolonych jest okreslona dla dowolnej liczby zespolonej:
Jz istnieje dla kazdego z e C.

Pomiedzy funkcjami sin, cos oraz exp istnieje wazny zwigzek (ktérego nie wida¢ gdy funkcje te
rozpatrujemy tylko na osi rzeczywistej):

sinz=2"% cosz=S*E
2 2 ()

ROwnosci te sg rownowazne nastepujgcej tozsamosci e’ =cosz+isinz, ktérej szczegdlnym
przypadkiem jest stynng toZzsamos¢ Eulera

e =cosx+isinx dla xeR. (10)

W szczegdblnym przypadku, gdy do (10) podstawimy X =7 i wykorzystamy cosz =-1, sinz =0, to

otrzymamy €” = -1, czyli

e‘” +1=0. (11)

Wzor de Moivre’a
Niech z=cosg+ising. Wtedy 2z*=z-z=cos(p+@)+isin(p+¢@), czyli 2> =cos2p+isin2ep.
Podobnie z*® =cos3¢p +isin3p. Ogdlnie mamy: dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ € R oraz liczby

catkowitej N € Z zachodzi

(cos@ +ising)" =cosng +isinng. (12)

Rownos¢ (12) nazywamy wzorem de Moivre’a (czyt. muawra).

ol

26
Przyktad. Doprowadzimy do prostszej postaci liczbe zespolonag Z=( —%i) . Postac

trygonometryczna liczby z:

J3 1. 117 117

Z=——=i=Cc0S—+isin—.
2 2 6 6

Ze wzoru de Moivre’a mamy:

(cosi +isin “T”)Ze =€0S(26 - 1r) +isin(26 - 1) = cos(X4z) + isin(Xzr) =

COS(Sz488x) 1 sin(Sx4%8x) — cos(2X + 4677) + i SIN(3E + 4677) = COS3Z + isin 5z = — L& 1 1j,

2

26
Podsumowujgc, mamy: (%—%l) ——£+%i,
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Pierwiastkowanie liczb zespolonych
Niech w e C. Pierwiastkiem stopnia n €N z liczby w nazywamy kazdg liczbe zespolong z takg, ze

"=w. (13)
Jest to definicja analogiczna do pierwiastka rzeczywistego X e R z liczby rzeczywistej ae R :
X" =a.

W przypadku rzeczywistym nie zawsze istnieje pierwiastek (gdy wyktadnik n jest parzysty oraz
a<0). Ponadto gdy a >0, to mamy wtedy dwa pierwiastki (réznigce sie znakiem). W przypadku gdy

wyktadnik jest nieparzysty, to dla dowolnego a R istnieje doktadnie jeden pierwiastek stopnia n.
W przypadku zespolonym sytuacja jest bardziej klarowna: kazda liczba zespolona rézna od zera ma
doktadnie n réznych pierwiastkéw w zbiorze C. Sprébujemy teraz opisac te pierwiastki.

Zauwazmy, ze z definicji (13) wynika, ze jezeli we R, to
Z jest pierwiastkiem < 7 jest pierwiastkiem

Wynika to z faktu, ze sprzezenie iloczynu jest iloczynem sprzezen (Fakt 1), co prowadzi do réwnosci
2" =7". Z réwnosci tej wynika, ze dla WeR zachodzi z2"=w & 2"=W & (Z)"=w, gdyz dla
WeR jest W=w.

Pierwiastkowanie liczby zespolonej najwygodnie] jest opisaé, gdy liczba ta jest przedstawiona w
postaci trygonometrycznej. Zapiszmy zatem obie liczby wystepujagce w réwnosci (13) w postaci
trygonometrycznej z =|z|(cosy +isiny), w=|w|(Sing+ising). Podstawiajac tak wyrazone liczby

do (13) otrzymujemy
2" =|z|" (cosy +isiny)" =| z|" (cosny +isinny) =|w|(cose +isin ).
Aby ostatnia réwnos¢ byta spetniona, musza zachodzi¢:

|z|"=|w| oraz cosny =cos¢, sinny =sing,

skad ny — @ =2k, gdzie k € Z. Tak wiec liczba z € C ma modut i argument okre$lony nastepujgco
+ 2k
21=4wl, yi =", ke

Jednak ostatnie wyrazenie daje tak naprawde n réznych argumentéw w, dla k=0,...,n-1, gdyz dla
k=n argument y, rézni sie od y, o doktadnie 27, czyli przedstawia te sama liczbe z. Podobnie

jest z pozostatymi wartosciami k > n oraz k <0. Ostatecznie otrzymujemy nastepujacy zbidr réznych
pierwiastkow liczby w=|w|(cosg +ising), w==0:

z, = w“/|w|(cos¢+2k” +isin 2T 2k7[), k=01,...,n-1. (14)
n n

Przyktad. Podaé wszystkie pierwiastki stopnia 3 z liczby 1.

Mamy w=1=1-(cosO+isin0). Zatem |w|=1, ¢ =0, co po wstawieniu do (14) daje pierwiastki
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_3ficos 227 4isin 272Ky dia k=012,

czyli

z,=cos0+isin0=1,

o7 1 .3

z, —c032—+|5|n—=——+|—,
3 3 2 2

37 .. 3 .. .
22=COS?+ISIn?=COS7Z'+ISIn7Z'=—I.

Ostatecznie w ciele C mamy 1 ={1, 1+iL£, 1_jL&},

2 2
Przyktad. Podad wszystkie pierwiastki stopnia 4 z liczby -1.
Liczcba w=-1=-1+i-0, zatem |w|=1 oraz cos@=-1 skad argument gtéwny ¢@=7. Zatem

w=1-(cosz +isin ). Obliczamy pierwiastek stopnia n =4, wiec

_ (‘/i(cos”+2k”+is'n”+2k”

), k=0,1,2,3.

To daje cztery nastepujace pierwiastki (por. Rys. 2):

Z, = COS— +|sm£=£ —2:—2(1
4 4 2 2 2
zZ —c053—+|sm3—”=—£ ﬁzﬁ( 1+
4 4 2 2 2
z, —coss—+|sm5” —Q— ﬁzﬁ( 1-1)
4 4 2 2 2
z, _cos7—+|sm7—7[=£— ﬁzﬁ(l i)
4 4 2 2 2

Ostatecznie w ciele C mamy x“/—1:{§(1+i), %(—1“), %(—14), %(1—0}. Zauwazmy tez, ze

pierwiastki te wystepujg parami z oraz Z (liczba i liczba do niej sprzezona). Jest tak zawsze, gdy
pierwiastkujemy liczbe, ktérej czesc urojona jest zero (czyli jest to liczba rzeczywista).

Im

Rys. 2. Pierwiastki zespolone \/4 —1 (czerwone kétka). Tworza wierzchotki kwadratu.
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Zasadnicze twierdzenie algebry

Jak juz wiemy zbiér liczb zespolonych pozwala pierwiastkowaé dowolng liczbe (patrz (14)). Okazuje
sie, ze ta wtasnos¢ jest szczegdlnym przypadkiem innej ogodlniejszej i bardzo fundamentalnej
wtasnosci ciata C, ktora méwi, ze w C kazdy wielomian ma miejsce zerowe.

TWIERDZENIE (ZASADNICZE TWIERDZENIE ALGEBRY). Kazdy wielomian zespolony rézny od statej ma miejsce
zerowe.



