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Wstep
W zastosowaniach spotka sie réwnania lub uktady rownan, ktérych rozwigzaniem jest liczba (lub
skoniczony zbidér liczb). Przyktadem rdéwnania nieliniowego z jedng niewiadomg jest réwnanie

kwadratowe, ax’+bx+c=0, gdzie a#0. W tym przypadku znane sa wzory na rozwiazanie, czyli
wyrazenia, ktore w skoriczonej liczbie krokow przy pomocy dziatan arytmetycznych (+, —, *, /) oraz

pierwiastkowania dowolnego stopnia (/) wykonanych na wspétczynnikach réwnania {a, b, ¢} daja

to rozwigzanie. Dla réwnania kwadratowego sg to dobrze znane formuty:

Xl:—b+\/b2—4ac —b—+/b? —4ac

2a 2a

! 2

(1)

Ale juz dla réwnania trzeciego stopnia
ax® +bx? +cx+d =0,

wzory sg na tyle skomplikowane (wzory Cardano), ze na ogdt nie ma sensu ich stosowac do obliczen

chemicznych. Aby to zilustrowac rozwazmy réwnanie trzeciego stopnia X*+x+1=0. Ze wzoréw
Cardano otrzymujemy jeden z pierwiastkdw w nastepujacej postaci:

2 Jo+o3
= 3(—9+J@)+ 18

Przyblizona warto$¢ numeryczna to X, ~—-0.682328. Rédwnanie to posiada jeszcze dwa pierwiastki

zespolone, ktérych przyblizone wartosci to X, , ~0.341164 £1.6154i. Réwnanie czwartego stopnia
moze mie¢ do czterech pierwiastkdw, a pigtego stopnia — do pieciu (réznych) pierwiastkéw.™

Wiadomo obecnie, ze nie mozna poda¢ ogdlnego wzoru na rozwigzanie réwnania wielomianowego

stopnia wiekszego od 5. Ponadto, oprdcz réwnan algebraicznych (wielomianowych) mamy réwnania
niealgebraiczne, np. réwnanie X—cosX=0, ktére takze nie posiadajg ,wzoréow” (w powyzszym
rozumieniu) na rozwigzania. Istniejg jednak metody numeryczne, ktére pozwalajg lokalizowac zera
wielomiandéw czy dowolnych réwnan nieliniowych z wymagang doktadnoscia.

Problemy okreslenia sktadu ilosSciowego reagentéw w stanie rdwnowagi chemicznej prowadza
wiasnie do koniecznosci rozwigzywania réwnan lub uktadéw réwnan nieliniowych. Na przyktad, gdy
staby kwas jednoprotonowy HA dysocjuje w wodzie,

HA = H +A”
a jego formalne stgzenie wynosi ¢,, to w podstawowym kursie chemii wyprowadza sig réwnanie na

stezenie kationéw wodorowych x=[H"]

1 Z teorii wielomiandw wynika, ze réwnanie algebraiczne stopnia n>1

a,x"+a, X" +...+ax+a, =0, (gdzie a, #0),
moze miec¢ co najwyzej N pierwiastkow (réznych), ktére w ogdlnosci sg zespolone. Moze tez nie mie¢ zadnych
pierwiastkow w dziedzinie liczb rzeczywistych R, na przyktad x> +1=0 nie posiada zadnego rozwigzania w
zbiorze R, ale posiada je w zbiorze C, gdyz X* +1=(Xx—i)(X+i). W tym przypadku réwnanie posiada tylko

pierwiastki zespolone: i, —i € C.
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x> + K, x—c,K, =0,

gdzie K, to stata rbwnowagi powyzszej reakcji (zwana tez stafq kwasowosci badz stafg dysocjacji
kwasowej). Ale dla bardzo stabych kwaséw (K, <107°) i bardzo rozciericzonych roztworéw
(c, <10° M) szkolny opis jest niepoprawny, bo nie uwzglednia w bilansie jonéw H*, ktére powstaja
takze w wyniku autojonizacji wody. Nalezy zatem jeszcze wzig¢ pod uwage reakcje

H,O0 = H" + OH" co prowadzi do nastepujgcego réwnania na stezenie kationdw H*:
x° + K x* = (K, +¢,K,)x- KK, =0. (2)
Ogdlnie problem mozna sformutowad nastepujaco:
Dla danej funkcji f :[a, b] > R szukamy takiej liczby x* € R, ze f(x*)=0.

Przyktadowo, jezeli f(x)=x*>-5 to wtedy réwnanie X°-5=0 prowadzi do poszukiwania
pierwiastka kwadratowego X* = J5. Jezeli f (X) = x—cos X, wtedy mamy réwnanie x—cosx=0 (lub
x=cosx). Dla f(x)=x>—-3x*+5x—-2 réwnanie f(X)=0 jest réwnaniem algebraicznym
(wielomianowym) pigtego stopnia

x° —3x* +5x-2=0.
Jak juz wspomniano réwnania takie pojawiajg sie w wielu zastosowaniach, np. w problemach
rownowag kwasowo-zasadowych.

Numeryczne metody znajdowania pierwiastkdw réownan nieliniowych to gtéwnie metody iteracyjne.
Oznacza to, ze tworzymy wg pewnego algorytmu ciag liczb rzeczywistych {X, },_,, o ktérym mozna

udowaodnic, ze jest zbiezny do szukanego rozwigzania X*

limx, =x*.

n—oo

Oczywiscie w praktyce obliczamy tylko skoriczong liczbe wyrazéw takiego ciggu co daje numeryczne
przyblizenie rozwigzania interesujgcego nas réwnania.

Metoda bisekcji (potowienia)
Metoda bisekcji opiera sie na twierdzeniu matematycznym zwanym wtasnoscig Darboux:

Jesli funkcja ciggta na przedziale [a, b] przyjmuje na koricach tego przedziatu wartosci o
przeciwnych znakach, to funkcja ta posiada miejsce zerowe w przedziale (a, b).

Mozna to bardziej formalnie zapisac tak:
Jezeli T €C([a, b]) oraz f(a)f(b)<O0, toistnieje liczba x* € (a, b) taka, ze f(x*)=0.
Opis metody bisekgcji:
1) oblicz $rodek przedziatu: c=(a+hb)/2,
2) jezeli f(c)=0, to X* =C jest szukanym pierwiastkiem i procedure koriczymy,
3) jezeli f(c)#0, to wybieramy ten podprzedziat sposréd [a, c] i [C, b], w ktérym funkcja

zmienia znak na koncach przedziatu,
4) jezeli nie uzyskalismy zgdanej doktadnosci, to wracamy do punktu 1).



3/14
Metody Matematyczne w Procesach Przemystowych, Notatki do wyktadu,
Wyktad 3, 4 (rdwnowagi chemiczne, rozwigzywanie réwnan nieliniowych)
Przyktad 1. Szukamy rozwigzania rdwnania x—cosx=0. Wykonanie procedury bisekcji z
poczatkowym przedziatem [a, b]=[0, 2] daje po kilkunastu iteracjach (powtdrzeniach) wartosé
x*=0,739085 jako przyblizong wartos¢ rozwigzania réwnania X=COSX. Ponizej jest pokazana
realizacja w VBA oraz przy pomocy formut arkusza kalkulacyjnego.

1 tmp.xdsm - Arkusz1 (Code) A B c D - - c
|[Genera|} 1
Function f(x As Double) As Double 2 Metoda bisekcji dla )(-COS()()=0
f = x.— Cos (%) 3
End Function
4 |n a c=(a+b)/2 b f(a) f(c) (b)
sub bisekcia () 5 0 0 1 2 -1 0459698 2,416147
Dim a As Double 6 1 0 05 1 -1 -0,37758 0,459698
Dim b As Double 7 2 0,5 0,75 1| -0,37758 0,018311 0,459698
Dim ¢ As Double 8 3 05 0625 0,75| 0,37758 -0,18506 0,018311
Dim x As Double
Dim eps At Double 9 4 0,625  0,6875 0,75 -0,18596 -0,08533 0,018311
10 5 06875 0,71875 0,75 -0,08533 -0,03388 0,018311
a=20 11 6 0,71875 0,734375 0,75 -0,03388 -0,00787 0,018311
b =2 12 7 0,734375 0,742188 0,75 -0,00787 0,005196 0,018311
eps = 0.00001 13 8 0,734375 0,738281 0,742188 -0,00787 -0,00135 0,005196
Do while (Abi (ﬁ)_/a; > eps 14 9 0,738281 0,740234 0,742188| -0,00135 0,001924 0,005196
(;f_f(i) — 0 Then Exit Do 15| 10 | 0,738281 0,739258 0,740234| -0,00135 0,000289 0,001924
If f(a) * f£(c) < 0 Then 16| 11 | 0,738281 0,73877 0,739258 -0,00135 -0,00053 0,000289
b =c 17| 12 0,73877 0,739014 0,739258| -0,00053 -0,00012 0,000289
Else 18| 13 | 0,739014 0,739136 0,739258 -0,00012 847E-05 0,000289
nd ‘;; ¢ 19| 14 | 0,739014 0,739075 0,739136 -0,00012 -1,7E-05 847E-05
Loop 20 15 | 0,739075 0,739105 0,739136| -17E-05 3,36E-05 847E-05
MsgBox <
End Sub

W lewym panelu znajduje sie kod VBA, ktdre gtdéwng petlg jest
Do While Abs (b-a) > eps

Loop

Warunkiem kontynuacji iteracji tej petli jest ,Abs (b-a) > eps”, co oznacza, ze iteracje s3
wykonywane dopdki dtugosé przedziatu [a, b] jest wieksza od eps (w tym przyktadzie eps =0,0001).
W momencie gdy granice przedziatu zblizg sie na odlegtos¢ mniejsza badz réwng eps, petla zostaje
przerwana i wypisujemy instrukcja ,MsgBox c¢” wartosé przyblizonego rozwigzania. (Mozna tez
wypisywac srodek przedziatu: MsgBox (a+b) /2). Petla moze byc¢ tez przerwana w sytuacji, gdy tak
sie zdarzy, ze akurat trafi sie doktadne (numerycznie) rozwigzanie:

If f(c) = 0 Then Exit Do

W prawym panelu pokazana jest realizacja metody bisekcji w oparciu o formuty arkusza
kalkulacyjnego. Formuty w komérkach sg nastepujace:

Komarka (adres) Formuta
5 =(B5+D5)/2
E5 =B5-COS(B5)
F5 =C5-COS(C5)
G5 =D5-COS(D5)
B6 =JEZELI(E5*F5 < 0;B5;C5)
D6 =JEZELI(E5*F5 < 0;C5;D5)
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Po wprowadzeniu powyzszych formut nalezy je skopiowac (,przecigganiem” w dét), na przyktad do
wiersza nr 20. W tym przypadku bedzie to oznaczato wykonanie 15 krokdw metody bisekcji (pierwszy
obliczenia znajdujg sie bowiem w wierszu nr 6).

Metoda Newtona

Obliczanie rozwigzan réwnan nieliniowych (zaréwno uktadéw jaki i pojedynczych) metodg Newtona
jest chyba najwazniejsza i najczesciej uzywana (zwifaszcza dla uktadéw réwnan).”? W przypadku
jednowymiarowym zwana jest takze metoda stycznych ze wzgledu na jej elegancka interpretacje
geometryczng. Na ogot iteracje sg zbiezne dopiero, gdy punkt startu bedzie wybrany dostatecznie
blisko szukanego (a zatem nieznanego) rozwigzania.

Idea jest nastepujgca. Wybieramy punkt startu x, mozliwie najblizej poszukiwanego rozwigzania, a
nastepnie prowadzimy styczng do wykresu w tym punkcie (X,, f(X,)). Styczna ta przecina 0§ OX w

jakims punkcie, ktéry przyjmujemy za kolejne przyblizenie szukanego pierwiastka. Nastepnie mozemy
powtdrzyc¢ ten krok. Idea ta jest zilustrowana na rysunku ponize;j.

/x* /xl X >

Rys. 1. llustracja metody Newtona. Rysujemy styczng do wykresu dla punktu X, i jako kolejne przyblizenie miejsca
zerowego (X*) przyjmujemy punkt przeciecia tej stycznej z osig OX — na rysunku jest to punkt X;. Proces ten
powtarzamy, az uzyskamy zadowalajacg doktadnos¢ rozwigzania.

Prosta ktéra przechodzi przez punkt (X,, f(X,)) ma réwnanie y=a(x—x,)+ f(X,). Ale ma to by¢
styczna, wiec jej wspotczynnik kierunkowy a jest réwny pochodnej funkcji ¥y = f(X) w punkcie
X=X, czyli a=1f'(x,) co daje y="T"(x)) -(x—x,)+ f(X,). Przyréwnujgc do zera réwnanie na
styczna, f'(X,)-(Xx—x,)+ f(X,) =0, i rozwigzujac to réwnanie wzgledem xotrzymamy podstawowy
krok metody stycznych

f (%)

=X — .
0T (k)

2 Gdy metoda ta jest stosowana do uktadéw, to w literaturze czesto jest nazywana metodg
Newtona—Raphsona.
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Powtarzajgc ten schemat, ale teraz dla x; otrzymujemy x,=x —f(x)/ f'(x,)). Mozemy te
procedure kontynuowac co prowadzi do nastepujacego ciggu przyblizen:

Xo = X, —ﬁ dla n:O,l, 2, (3)
f'(x,)

Z punktu widzenia implementacji metody Newtona podstawowy problem polega na tym, ze nalezy
dostarczy¢ do procedury takze pochodng réwnania, f'(x).

Ponizej zaprezentowano prosty program w jezyku VBA realizujgcy metode Newtona dla réwnan
nieliniowych z jedng niewiadomga. W szczegdlnosci program zostat uzyty do obliczenia pierwiastka

réwnania X° +2x* +5x+1=0. Wida¢, ze do uruchomienia procedury musimy okresli¢ lewa strone,
czyli f(X)=x>+2x*+5x+1 oraz jej pochodng Df(x)= f'(x)=3x?>+4x+5.Jako punkt startu
wybrano x, =5,0. Po dziesigciu iteracjach otrzymujemy przyblizenie rozwigzania x* =~ -0,216757.

Jednak analiza wynikéw dziatania programu pokazuje, ze wartos¢ tg uzyskano juz w iteracji numer 7.

A B e Function f(x As Double) As Double
1 f=x"3+2*x"~2+5*=x+1
2 Metoda Newtona End Function
3 |Przyktad: K425 +5x+1=0 .
4 Function Df (x As Double) As Double
5 " . Df=3*}.§"2+4*x+5
: 0 " 5 End Function
; ; 1,60627@?1 Sub metoda_ newtona_ 1D()
g 3 0,649846 Dim x As Double
10 4 0,044377 Dim n As Integer
1 5 -0,19213 Dim k As Integer
12 6 -0,21656
13 7 -0,21676 k=26
14 8 -0,21676 x = Cells(k, 3)
15 9 -0,21676
16 10 -0,21676 For n = 1 To 15|
17 11 -0,21676 ®x = x — f(x) / Df(x)
18 12 -0,21676 k=k+ 1
19 13 -0,21676 Cells(k, 2) = n
20 14 -0,21676 Cells(k, 3) = x
21 15 -0,21676 Next n
22 End Sub

Przyktad 2. Metodg bisekcji i metoda stycznych (Newtona) wyznaczy¢ pierwiastki réwnania
sinx+x*+1=0.

Analiza wykresu funkcji f(x)=sin(x)+ x> +1 sugeruje, ze szukany pierwiastek znajduje sie w
przedziale [-1, 0]. Dlatego w metodzie bisekcji wybieramy a=-1, b=0. Dla metody Newtona

wybieramy jako punkt startu X, =0 (chociaz jak wida¢ z wykresu wybdr x, =—1 bytby lepszy).
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A

\
Y

L
-0.3 0.5 1o

Rys. 2. Wykres funkcji f(x)=sin(x)+x3+1 na przedziale [-1.3, 1.3]. Wykres sugeruje, ze miejsce zerowe

znajduje sie w przedziale [-1, 0].

Do metody Newtona (3) potrzebujemy wyrazenia na pochodng, zatem obliczamy

f'(x) = (sin(x) + x* +1)' = cos(x) + 3%,

co daje nastepujacy ciag przyblizen

sin(x,) + x> +1

2 (4)
cos(x,) + 3X;

dla n=0,1 2,...

n+l T

Rozpoczynajac iteracje od x, =0,0 otrzymujemy (nalezy postuzy¢ sie kalkulatorem lub arkuszem

kalkulacyjnym — na przyktad jak na Rys. 3):

_ o, sin(x)+x+1l o sin(0)+0°+1
=% cos(x,) +3x2 cos(0)+3-02
H 3 HY 13
X, = _ Sln(X1)+ X +21 -1 sin(-1) + (-1 —212—0,7623
cos(x,) +3x; cos(d) +3-(-1)
H 3 Y . 3
X, = X, — sin(x,) + X, +1=—0,7623— sin(-0,7623) + (-0,7623) +1:—0,7081,

cos(x,) + 3% cos(—0,7623) + 3-(-0,7623)*

Wyniki zestawiamy w tabeli.

Metoda Kolejne iteracje

1 2 3 4 5 6 7
Bisekcji -0,5 | -0,750000 | -0,625000 | -0,687500 | -0,718750 | -0,703125 | -0,710938
Newtona | -1,0 | -0,762317 | -0,708153 | -0,705698 | -0,705694 | -0,705694 | -0,705694
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A B C D E F
1] Rownanie: fix)=sin(x)+x*+1, f'(x)=cos(x)+3x’
o | smx)+ XH1=0 Xns1 =X - T2, )/ (%)
3

Iteracje metody W

. Newtona =B6 — (SIN(BEB63-1)/(COS(B6)+3*B6"2)
5 b X,
6 0 fl_UHililW
7 1| -1.0000(
8 20 -0.762317
9 3| -0,708153
10 4 -0, 705698
11 5 -0,705694
12 6 -0,705694
13 7| -0,705694
14 8| -0.705694
15 9| -0,705694
16 10| -0.705694

Rys. 3. Realizacja metody Newtona dla réwnania sin(x)+x3+1=0 w oparciu o formuly arkusza
kalkulacyjnego.

Przyktad 3. (metoda Herona)® Z metody Newtona wynika bardzo szybki algorytm obliczania
pierwiastkdw kwadratowych. Aby obliczyé pierwiastek kwadratowy z liczby ce R, musimy tak

naprawde rozwigzad nastepujgce rownanie:
x> —c=0, (5)

czyli T(x)=0 dla f(x)=x*—c. Teraz wystarczy zastosowa¢ wzér (3) na iteracje Newtona dla tej

witasnie funkcji, wykorzystujgc pochodna f'(x) = 2x:

f(x,) x>—c 2x’-x2+c x’+c 1 c
nt = Xn =X, — = = =— X, +— |,
f'(x,) 2X 2X 2X,

1 c
Xni1 :E(Xn +X—J (6)

Punkt startu na ogét przyjmujemy tak (cho¢ w tym przypadku mozna zaczgé iteracje od dowolnej

czyli formuta Herona

liczby dodatniej, x, >0):

|1 gdy O<c<], )
e gdy c>1.

Przyktad 4. Obliczy¢ przyblizenie pierwiastka \/g metodg Herona.

3 Heron z Aleksandrii (ok. 10 — ok. 70 n.e.) — grecki uczony, wynalazca i matematyk. Znany m.in. z konstrukgji
pierwowzoru turbiny parowej (tzw. bania Herona) i wzoru na pole trojkata poprzez tylko dtugosci bokéw (wzor
Herona). Jako pierwszy opisat metode iteracyjng do obliczania pierwiastkdw kwadratowych liczb rzeczywistych.
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Rozwigzanie:

X, =5, xizg(xo+5/xo)=3, xzzg(x1+5/x1)=7/3, xgzg(x2+5/x2)=47/21
x4=%(x3+5/x3)=47/21, x5=%(X4+5/x4)=2207/987z2,23607.

Jak widaé¢ z wynikéw doktadno$é do pieciu cyfr po przecinku otrzymujemy juz w pigte] iteracji!
Algorytm jest na tyle szybki, ze mozna go stosowac recznie (wykonujac rachunki na papierze), gdyz
wystarczg czesto dwie lub trzy iteracje, aby uzyskac dobre przyblizenie.

Przyktad 5. (pH stabego kwasu HA w funkcji stezenia kwasu). Zaleznos¢ pH od stezenia ¢, kwasu

jednoprotonowego wprowadzonego do roztworu wymaga w ogdlnym przypadku rozwigzania
rownania trzeciego stopnia. Co prawda w podrecznikach podawane jest przewaznie rownanie, ktore
jest stopnia drugiego (gdy wyrazone przez stopien dysocjacji «, wtedy nazywane prawem

rozciericzenn Ostwalda), to jednak $cislejsze ujecie — uwzgledniajgce takze jony oksoniowe (H", a

doktadniej H,0") pochodzace z autodysocjacji samej wody — prowadzi do réwnania trzeciego

stopnia.

Zaktadamy wigc, ze mamy roztwér wodny stabego kwasu HA o stezeniu analitycznym c,. Reakcja

dysocjacji w wodzie prowadzi do réwnowagi
HA = H + A

(doktadniej: HA+H,0 =2 H,0" + A") ze stata réwnowagi K,. Woda réwniez ulega autojonizacji
H,O=H"+0H"

(doktadniej: H,0+H,0 = H,0" +OH") ze statg rownowagi (iloczyn jonowym wody), K,. Mamy

wiec dwa réwnania (wynikajgce z prawa dziatania mas) dla stezen w stanie rownowagi
[HIAT_
[HA] : (8)
[H'][OH 1=K,
gdzie wszystkie stezenia wyrazane sg w mol - dm2. Bilans ilosci kwasu daje kolejne réwnanie
¢, =[HA]+[A"], (9)
a bilans tadunku
[H']=[OH ]+[A"]. (10)

Wprowadzamy oznaczenie na stezenie jondw wodorowych X=[H"] i mamy nastepujacy uktad

rownan:

MAT_ g | xoH 1=K,
[HA] (11)

¢, =[HA]+[A], x=[OH ]+[A"].
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Z drugiego réwnania [OH ]=K, /X i wstawiamy do czwartego: x=K, /x+[A"]. Z pierwszego
wyliczcamy [HA]=x[A]/K, i wstawiamy do trzeciego: ¢C,=X[A"]/K,+[A"], skad
[A"]=c,/(1+x/K,). Po wstawieniu tego wyrazenia do réwnia na X (w pierwszym wierszu)

otrzymujemy réwnanie na stezenie kationéw wodorowych:

K K
X=_W+C0_fy (12)
X  X+K,

Rownanie to mozna przeksztatci¢ do réwnania wielomianowego trzeciego stopnia:
X° + K x* = (K, +¢,K,)x-K,K, =0. (13)

Rozwigzujac to réwnanie dla réznych stezen c, =[HA], wprowadzonego stabego kwasu HA
otrzymujemy zalezno$¢ x=x(c,), a w konsekwencji zaleznos¢ pH=—log[H"]=-logx(c,), czyli
pH = f(c,) (pH jako funkcje stezenia kwasu). Na wykresie lepiej jednak przedstawia¢ zaleznos$¢ od
logarytmu stezenia jonéw wodorowych, tj. pH = f (logc,) — patrz Rys. 4.

Réwnania (12) i (13) s3 oczywiscie rownowazne matematycznie, wiec do numerycznego

rozwigzywania mozna wzig¢ dowolne z nich. Testowe obliczenia zrealizowano zaréwno dla

sformutowania (12) jak i (13). Rozwigzywanie réwnania (12), ktére ma posta¢ réwnania na punkt

LS wykonano metodgq iteracji prostych:

1
x+K,

staty: X =F(X), gdzie F(x)=-*+
Xn+l:F(Xn)r n:O, 1, 2,

Przyktadowe obliczenia przeprowadzono dla kwasu octowego CH3COOH (Ka:1,7378-10’5)

rozpuszczanego w wodzie w temperaturze 25 °C. W tych warunkach K, =1,008-107".

Na przyktad dla c,=1,0 oraz punktu startowego x,=0,01 uzyskano wynik pH=2,3806 (czyli
[H"]=0,00416264) metodg Newtona (juz przy pigtej iteracji!). Metoda iteracji prostych dla punktu
statego (12) nawet po 50 iteracjach daje pH =2,03395 (czyli [H"]=0,00924797) co nalezy uzna¢ za
wynik niewystarczajgcy. Aby sporzadzi¢ wykres funkcji pH = f(logc,) wykonano obliczenia na

podstawie wzoru (13) dla analitycznych stezen ¢, =10°,10",...,10™. Ponizej s3 wyniki obliczen.

¢, / (mol-dm~) 100 101 102 107 10 10 10
x=[H"] 4,1626-10|1,3104-10%| 4,0852-10* | 1,2350-10*| 3,3911-10%| 7,1027-10%| 9,5832:10°7
pH 2,3806 2,8826 3,3888 3,9083 4,4697 5,1485 6,0185
¢, / (mol-dm™) 107 108 10°° 1010
x=[H"] 1,6150-107 1,0549-107 | 1,0089-107 | 1,0045-10°7
pH 6,7918 6,9768 6,9961 6,9980

Dla porownania wynikow dokfadnych (w oparciu o wzér (12) lub (13)) policzmy jeszcze pH z
tradycyjnego prawa rozcienczen Ostwalda — w ktérym nie uwzglednia sie stezenia jondéw
wodorowych (oksoniowych) pochodzacych z autodysocjacji wody. Mozna formalnie otrzymac to
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réwnanie przyjmujac w réwnaniu (12) lub (13) wartos¢ K, =0. Mamy wtedy X3 + Kax2 —C,K,x=0,

czyli

X* + K, x—¢,K, =0. (14)

. . . . . . -K, \/Kg 4K,
Réwnanie to ma jedno dodatnie rozwigzanie x = —"2"% | zatem

—K, +KZ2+4K. ¢
pH = —log—2 a a’o (15)

B 2

Dla poréwnania przedstawiamy wyniki pH obliczcone wg modelu doktadnego — wzér (13) — i
przyblizonego (prawo Ostwalda) — wzdr (15) — w tabelce i na wykresie.
Tabela 1. Wyniki obliczen pH wodnego roztworu kwasu octowego w zaleznosci od stezenia kwasu (pierwszy wiersz). W

drugim wierszu sg wartosci pH obliczone z uwzglednieniem jonéw H* pochodzacych z autodysocjacji wody. Trzeci wiersz
zawiera pH obliczone z pominieciem jonéw H* pochodzacych od wody. Dla matych stezen (<10°) wyniki zaczynaja sie

wyraznie rézni¢. Co wiecej dla stezen C; < 10”7 pH obliczone uproszczonym wzorem (15) wskazuje na zasadowy odczyn

(!) — co jest oczywiscie wynikiem btednym. Wartosci te s3 zaznaczone kolorem czerwonym.

¢,/ (mol-dm=)| 10° | 10% | 107 | 10° | 10* | 10° | 10° | 107 | 10° | 10° | 107

pH (wg (13)) |2,3806|2,8826|3,3888|3,9083|4,4697 |5,1485|6,0185|6,7918 |6,9768 |6,9961 | 6,9980

pH (wg (14)) ]2,3806|2,8826 |3,3888 | 3,9083|4,4697 |5,1486|6,0230| 7,0025 | 8,0002 | 9,0000| 10,0000

12 +

pH

pH (dokt.)
= = =pH (przybl.)

D

log(c,)

Rys. 4. Zalezno$¢ pH roztworu stabego kwasu od stezenia. Rozwazanym kwasem jest kwas octowy (K, =1,74 ~1075).

Wiecej szczeg6tow — patrz opis tabeli powyzej.

Przyktad 6. Obliczymy skfad rownowagowy dla reakcji syntezy amoniaku. Problem ten prowadzi do
rownania algebraicznego czwartego stopnia, ktére rozwigzemy numerycznie.

Reakcje syntezy amoniaku z pierwiastkéw opisuje réwnanie

N,(9) +3H,(g9) = 2NH,(9) (16)
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Z termodynamiki chemicznej wiemy, ze w stanie rownowagi stezenia (a doktadniej — aktywnosci
chemiczne) reagentéw spetniajg réwnanie

2

NH,
K, (17)
ay, ay,

a

gdzie stata rownowagi K (jest bezwymiarowa) zalezy tylko od temperatury (dlatego czasami piszemy
K =K(T)), a a, oznacza aktywnos¢ reagenta X. Stata réwnowagi tej reakcji moze by¢ obliczona na

podstawie entalpii tworzenia reagentéw i wynosi Kp:4,34~10’3 w temperaturze 300 °, jezeli
przyjmiemy, ze aktywnosci reagentdow gazowych sg réwne ich cisnieniom czgstkowym (parcjalnym).
Zaktadajac, ze gazy zachowujg sie jak gaz doskonaty, to aktywnosci mozemy zastgpi¢ cisnieniami

czastkowymi (a, = py / p°) i przyblizona posta¢ réwnania rGwnowagi jest nastepujaca

PRm, (P°)?

=K, =4,34.10°,
P, P,

gdzie p° =10°Pa (ciénienie standardowe). Wyrazajac ciénienie przez liczbe moli w oparciu réwnania

stanu gazu doskonatego (réwnanie Clapeyrona) pV =nRT = p=nRT /V otrzymujemy

« P (P)F (g, RTIVY (0°)? = M,  (RT)2 V7 ()?
P Py, Py, (N, RT/V)(n, RT/V)? ny,ny, RT(RT) V7V~
) ) , ) (18)
_ M (P7)ye_ M [PV
ny, Ny, \ RT ny,n, L RT )7
skad po podstawieniu wartosci p®,R, T otrzymamy
n2 2 . 2 108
NH33 _[ RT K, = (8,31445 398) 4.34.10°V 2 — 2,7 220 (19)
ny Ny \vp° (10%) \

gdzie V to objetos¢ reaktora, w ktédrym zachodzi synteza.

Dla przyktadu wezmy dane poczgtkowe: nﬁ,2 =10 mol, nﬂz =30mol. lle moli amoniaku uzyskamy,

gdy reakcja osiggnie stan réwnowagi, a objeto$¢ reaktora wynosi V = 1 m?®?
Oznaczmy dla wygody przez X liczbg moli amoniaku (produkt) w stanie réwnowagi: X=n, . Z

bilansu masy (réwnanie reakcji chemicznej (16)) w stanie réwnowagi mamy:

Ny =Ny —=

—_no 3
, , > % nH2 —nH2 =3 X%

czyli ny, =10-3X, Ny, =30—-2x. Podstawiajac te zaleznosci oraz V=1m® do réwnania (18)
otrzymamy

X2

-=2,7-10°/V?, (20)
(10-3x)(30-3x)

czyli

x> —(2,7-10°/V?)(10- 1 x)(30-£x)* =0. (21)
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W szczegdblnosci dla V =1 m® powstaje réwnanie x? =2,7x10°(10 —1x)(30—2x)°. Jest to réwnanie

algebraiczne stopnia 4. Stosujgc metode Newtona znaleziono cztery rozwigzania rzeczywiste:

X, =0,7878, x, =-427,55, X, =-0,9355, x, =5007,6980.
Drugie, trzecie i czwarte rozwigzania sg oczywiscie niefizyczne: ujemne liczby moli amoniaku, a
czwarte daje ujemng liczbe moli wodoru: ny, =10-1x=10-%-5007,6980 = —2493,85. Jedynym
poprawnym fizycznie rozwigzaniem jest ny, =x =0,7878, skad n, =9,60, n, =28,82. Ze

stechiometrii réwnania syntezy amoniaku wynika, ze maksymalna liczba moli NHs, ktéra wynika z

samego bilansu masy jest réwna 2-nﬁ,2, czyli w analizowanym przypadku Ny, e =20. Zatem
wydajnos¢ reakcji 77 =Ny, /nNHS(maX) =3,9%. Gdy poczatkowe stezenia substratow bedg na przyktad
100-krotnie wigksze (a zatem cisnienie bedzie wigksze), to ny, =1238,33 oraz n=62%.

Réwnowaga przesuwa sie w prawo — patrzac na rownanie chemiczne syntezy NHs widzimy, ze jest to
zgodne z regufqg przekory (regutg Le Chateliera).

v p=1/V [NHs] 1 (%) Ny " .
8.00E+00] L2501 0.106 0.5% Wydajnosé (1) reakcji syntezy amoniaku
5,33E+00| 1.88F-01 0,158 0.8% w zaleznosci od cisnienia dla T=300°C
3,56E+00] 2,81E-01 0,235 1,2% 100,0%
2,37E+00| 4.22E-01 0,348 1,7%
1,58E+00| 6,33E-01 0,513 2,6% 90,0%
1,05E+00] 9,49E-01 0,751 3,8% 80,0%
7,02E-01] 1,42F+00 1,087 5,4%
4,68E-01| 2,14E+00 1,552 7,8% 70,0%
3,12E-01| 3.20F+00 2173]  10.9% 60.0%
2,08E-01] 4,81E+00 2,974]  14,9%
1,39E-01| 7,21E+00 3,959 19,8% = 50.0%
9,25E-02| 1,08E+01 5114]  256% 20,0%
6,17E-02| 1.62E+01 5,402]  32.0%
4,11E-02| 2,43E+01 7,769 38,8% 30,0%
2,74E-02| 3,65E+01 9,157|  45,8% 200%
1,83E-02| 5476+01| 10,514] 52,6%

1,226-02 821E+01] 11,796] 59,0% 10,0%

8.12E-03| 1.23F+02| 12,975] 64.9% 0.0%

5,41E-03| 1,85E+02| 14,034] 70.2% 00E+00  1,0E403  20E+03  3,0E403  4,0B403  50E+03  6,0E403 706403  B,0E+03
3,61E-03| 2,77E+02 14,969 74.8% cinienie, p {umowne jednostki)

2,41E-03| 4,16E+02] 15,782] 78,9%

Rys. 1. Na wykresie pokazana jest zaleznos$¢ rzeczywistej wydajnosci reakcji (1 (%)) syntezy amoniaku z pierwiastkéw w
zaleznosci od ci$nienia przy statej temperaturze T=25 °C. Ci$nienie w jednostkach umownych. Dane w tabelce (pokazane
cze$ciowo) s3 zilustrowane na wykresie obok, zostaty obliczone w programie Ms Excel.

Metoda 1 (Uzycie dodatku Solver). Aby otrzymacd zaleznos¢ jak na Rys. 1 nalezy w réwnaniu (20)
podstawiac rézne wartosci objetosci V, nie zmieniajac pozostatych wspétczynnikéw, ktdre zalezg od
statych fizycznych, temperatury i warunkow poczatkowych (liczba moli nf'z, n,%z). Tak wiec zmiana

V  oznacza zmiane ciénienia, gdyz p~1/V. Dla prostoty przyjeto na wykresie w umownych
jednostkach p=1/V. Kluczowymi wartosciami w tabeli sg liczby w kolumnie [NHs].sw, ktdre sa
otrzymane poprzez rozwigzywanie réwnania (20). Najprostszym sposobem uzyskania rozwigzania jest
wykorzystanie dodatku Solver, ale jest to uciazliwe i czasochtonne, gdyz musimy wielokrotnie recznie
zmienia¢ V, uruchamia¢ od nowa Solver, a nastepnie wynik kopiowac¢ do tabelki. W przypadku
wykresu na Rys. 1 nalezato te procedure wykonac 28 razy.
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A B C D E F G H | J | Parametry dodatku Solver X
1
2 Dane Wyniki =GA/$CH3 Ustaw cel: scsel 3
3 Nz (Max) | 20 V(m) ‘ p~ 1V ‘ [HN3] 6w ‘ n - R
4 Vim | 8,00 5,000E+00] 1,250E-01]  0,1056]  0,53%] Ne O Mels (0 Min (&) umimse 0
B { mwzuuuwcnﬂm&ﬁmnnﬂammwnmuz] Przez zmienianie komérek zmiennych:
6 Solver . . . sC57 *
7 X [ 0,106 4,219E-01]  0,3478]  1,74%
8 fx) 1 -2,81E- 1,580E+00] 6,328E-01]  0,5129]  2,56% Podlegajaqych ograniczeniom:
9 1,053E+00] 9,492E-01] 0,7508] 3,75% §CS7 <= $C83 Dodaj
10 7,023E-01] 1,424E+00]  1,0871]  544% -
" 4,682E-01] 2,136E+00| 15516  7,76% Zmie
12 3,121E-01] 3,204E+00|  2,1732| 10,87% —
13 2,081E-01| 4,805E+00|  2,9736| 14,87%
14 1,387E-01| 7,208E+00 0,00% e
15 9,249E-02] 1,081E+01 0,00%
16 6,166E-02] 1,622E+01 0,00%
17 4,111E-02| 2,433E+01 0,00% Ustaw wartosci nieujemne dla zmiennych bez ograniczer
i 2,7408-02| 3,B49E+01 0,00% Wybierz metode Nieliniowa GRG ~ o
19 1,6276.02 5,474E+01 0,00% ronviamwanias —

Rys. 2. Realizacja obliczen stezenia amoniaku (Przyktad 4) poprzez rozwigzywanie réwnania (21) przy uzyciu dodatku
Solver w arkuszu kalkulacyjnym Ms Excel.

Metoda 2 (program w jezyku VBA). Na rysunku Rys. 3 pokazana jest przyktadowa realizacja
rozwigzywania réwnania na réwnowagowe stezenie amoniaku w syntezie (16) przy pomocy
procedury w jezyku VBA. Numeryczne rozwigzanie uzyskiwane jest metoda Newtona (3), gdzie
a=0,0000027,
f(x)=x"-(a/V?)(10-0,5x)(30-1,5x)°, (22)
Df = f'(x) =2x+(a/V?)(0,5(30 -1,5x)* + 4,5(10 — 0,5x)(30 —1,5x)?).

Liczba iteracji metody Newtona wynosi 100. Zaletg tego podejscia w pordwnaniu do Metody 1 jest
to, ze program automatycznie realizuje obliczenia dla dowolnego zakresu zmiennej V. Jak wida¢ w
pierwszym obiegu petli while mamy V =8, a w kazdym kolejnym objetos¢ jest dzielona przez 1,5.

Const a = 0.0000027
Function f£(x As Double, V As Double) As Double
f==x"~2-(a/VvV~2)* (10 -0.5*=x) * (30 - 1.5 * x) ~ 3
End Function
Function Df (x As Double, V As Double) As Double
Df=2*x+ (a/ V™2 * (0.5 * (30 -1.5 * %) ~3 + 4.5 * (10 - 0.5 * x) * (30 - 1.5 * ») ~ 2)
End Function
Sub oblicz NH3()
Dim V As Double
Dim x As Double
Dim i As Integer
Dim k As Integer

8
0.1
i 5
While V > 0.0001
For k = 1 To 100
x=x - f(x, V) / Df(x, V)

- W
o

Next k
Cells(i, 2) =V
Ccells(i, 3) =1/ V
Cells(i, 4) = x
i=1i+1
V=vVvV/1.5

Wend

End Sub

Rys. 3. Realizacja obliczen stezenia amoniaku (Przyktad 4) poprzez rozwigzywanie réwnania (21) przy uzyciu procedury w
jezyku VBA w arkuszu kalkulacyjnym Ms Excel.

Przyktad 7 (RGwnanie gazu van der Waalsa). Réwnanie van der Waalsa ma postac

2
ID:vnﬁb _a(\%j ! (23)
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gdzie a, b to wspétczynniki charakterystyczne dla danego gazu. Réwnanie to mozna traktowac jako
modyfikacje rdwnania stanu gazu doskonatego

p=——, (24)

gdzie wprowadzono poprawki uwzgledniajgce efektywng objetosé dostepng dla czasteczek gazu
(V >V —nb), natomiast wyraz —-a(n/V)? po prawej stronie réwnania (23) oznacza zmniejszenie
cisnienia (w poréwnaniu z gazem doskonatym), co jest ttumaczone wptywem sit przyciggania
pomiedzy czgsteczkami gazu. Zatem wspdtczynnik b mozna interpretowa¢ w przyblizeniu jako
efektywng objetos¢ czgsteczek gazu (na jeden mol), a wspodtczynnik a jest miarg sit przyciggania.

W praktyce wygodniej jest postugiwac sie objetoscia molowg V, =V /n. Uzywajac V, przepiszemy

rownanie nastepujgco

RT a
= - 25
Py v (25)

Przyktadowe wartosci parametrow a i b sg w tabeli ponize;j.

Tabela 2. Przyktadowe wspétczynniki van der Waalsa dla wybranych gazéow.

gaz | a/(atm-dm?-mol?) | b/(10*dm-mol™)
Ar 1,363 3,219
CO; 3,640 4,267
He 0,057 2,370
N, 1,408 3,913

Z réwnania (25) bez problemu obliczymy cisnienie p dla zadanej objetosci V,,. Natomiast obliczenie
w drogg strone — na podstawie ci$nienia wyznaczenie objetosci wymaga rozwigzania réwnania
algebraicznego. Obliczymy objetos¢ molowg CO, w temperaturze 500 K i pod cishieniem 100 atm,
zaktadajac, ze zachowuje sie on jak gaz van der Waalsa.

a 3,64
b 0,04267
R 3,144
T 500 Rownanie, x =V,
p 100 x3+azx2+a1x+au =0

Wspdtczynniki
. . _ lteracje metody Newtona
wielomianu, x=V,

a2 -15,7627 Vm,n RHS(Vm,n) [RHS'(Vm,n)
al 85,30584 15,72 1330,4616| 331,0827
a0 -0,00155 11,70148| 442,1263| 127,1867

8,225283 191,7190 28,9668
1,606711 100,5164| 42,3983
-0,76405 -74,8278| 111,1442

-0,0908 -7,8785 88,1932
-0,00147 -0,1272 85,3523
1,78E-05 0,0000 85,3053
1,82E-05 0,0000 85,3053
1,82E-05 0,0000 85,3053
1,82E-05 0,0000 85,3053




