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Catka wielokrotna (catka oznaczona funkcji wielu zmiennych)

Wprowadzenie. Do obliczania catek funkcji wielu zmiennych mozemy stosowad twierdzenie Fubiniego,
ktore sprowadza takie catki do tzw. cafek iterowanych.

Niech Qc R™ xR™ bedzie zbiorem mierzalnym. Elementy tego zbioru bedziemy traktowaé jak pary
X =(X,, X,), gdzie X, € R™,i=1,2. Funkcja okreslona na Q, czyli f:R"xR% >Q—> R jest funkcja
dwéch zmiennych (X;,X,). Twierdzenie Fubiniego stwierdza, ze przy pewnych zatozeniach

(sumowalno$¢  funkcji )  wielowymiarowg catke If(xl,xz)dxldxz (oznaczang tez
Q

ij(xl,xz)dxldxz) mozna sprowadzi¢ do catek postaci J‘(J.f(xl,xz)dxz)dxl lub

Q

I(J. f(x, Xz)dxl)dxz. Zauwazmy, ze catki f f (X, X,)dx, j f (X, X,)dX,, sg wzgledem pojedynczych

zmiennych, X, lub X,. Na przyktad w wyrazeniu J.f(xl,xz)dxl catkujemy wzgledem X, przy

ustalonym punkcie X,.

TWIERDZENIE (FUBINIEGO). Zatdimy, ze zbior Qc R™ xR™ jest mierzalny. Jezeli f: Q>R jest

catkowalna na zbiorze Q, to zachodzg réwnosci

j[j f(xl,xz)dledxz = j[] f(xl,xz)dszdxl, (1)

1\ 9y, Q\

[] £ %) dxydx, =
Q

gdzie €, jest rzutem zbioru Q na podprzestrzen R™, a Q, jest przekrojem zbioru Q

hiperptaszczyzng x = x,, tzn. Q, ={x, e R™ ! (x,, X,) € Q}. Analogicznie okreslamy Q, i Q, .
Przypadek catek funkcji dwéch lub trzech zmiennych (Q c R* lub Q c R?)

W praktyce catki iterowane bedziemy stosowali w przypadku n=2 lub n=3, tzn. dla podzbioréw w
przestrzeniach R? lub R®. Punkty beda na ogdt oznaczane przez (X,y) i (X,V,z). Na przyktad dla
n=2 wzor (1) przyjmuje wtedy postac (gdy zbidr Q jest wypukty)

d( b(y) b [ d(x)
”f(x,y)dxdy:_[{f f(x, y)dxjdy:j(j f(x,y)dy}dx, (2)

Q c\a(y) a\_c(x)

gdzie odcinek (&, b) jest rzutem zbioru Q c R® na o$ pozioma, a odcinek (c, d) jest rzutem tego

zbioru na o$ pionowa. Zauwazmy, ze ciecie zbioru wypuktego Q prostg pionowg przechodzaca przez
X jest odcinkiem, ktéry oznaczamy (a(x), b(x)) =Q,. Sytuacja ta jest pokazana na Rys. 1.
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Rys. 1. llustracja pokazujgc obliczanie catek iterowanych dla przypadku n = 2. Zmienna x przebiega odcinek [a, b]. Dla kazdego
ustalonego x z tego przedziatu zmienna y przebiega odcinek [c(x), d(x)].

Przyktad 1. Niech f :R* — R? bedzie dana wzorem f(X,y) = Xy. Obliczy¢ catke J. f (x,y)dxdy, gdy:
Q

(') Q=[01 1]X[0’ 1]1
(i) Q={(x, y) e R*: 0<x<2 oraz x> <y <x}.

Do obliczenia catek wielokrotnych wykorzystamy twierdzenie Fubiniego — wzér (2), co sprowadzi
obliczanie catki do dwdéch catek funkcji jednej zmiennej (catki iterowane). W przypadku (i) mamy:

I f (X, y)dxdy = H xydxdy = Jl.(‘l[ xydy)dx = Jl‘(x% yz)‘z:)dx =

[0, 1]x[0, 1]

1 2
jidx=x—
52 4

1

_1
, 4
W przypadku (ii) stosujac (2) otrzymujemy

_[ f(x, y)dxdy = J'J‘ xydxdy = J'(J‘ xydy)dx = J'(j xydy)dx = f(x% y2)|i:; )dx =

1 2_ 4 1 1
jxx X dx:ljx3—x5dx:l{1x4—lxﬁ} i1
172 21 214" 6 |, 8 12 24

Przyktad 2. Obliczy¢ catke podwdjna ”(X3+y—1)dxdy, gdzie obszar catkowania A to tréjkat
A

zdefiniowany nastepujaco A={(x,y) e R?: x>0, y>0, x+y <1}.

v
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Korzystajgc ze wzoru na catki iterowane mamy

1 1-x

ﬂ(xB+y—1)dxdy=j(j(x%y—l)dy)dx:f(j (¢ +y-1)dy)dx =
A 0 0

A 0

1
j(x3y+1y2 —yj
0 2 y=0

¥ oxt ¢ x) 11 1 1 17
R e e
5 4 6 2) 5 46 2 60

y=1-x

1 1
dx:jxa(l—x)+1(1—x)2—(1—x)dx=j(—x4+x3+1x2—3)dx=
) 2 ) 2" 2

Przyktad 3. Obliczy¢ catke podwdjng j xy(x + y)dxdy, gdzie obszar A jest ograniczony parabolami
A

y=x*ix=y.
Obszar Ac R? jest okreslony nastepujaco
A={(x,y) e R?:0<x<1, x*<y</x}

ktory jest pokazany na Btagd! Nie mozna odnalei¢ zrédta odwotania.. Widaé, ze mozemy catkowac przy

ustalonym x [0, 1] po y € [X?, \/;]

A

os| S

Y

S 04 06 0s 10
Rys. 2. Wykresy funkcji X2 i X/2 na przedziale [0, 1,2].

Zatem catki iterowane majg postac
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>

XZ

P if 2 2,2 2,3
.[ \/_ \/_ (XX

s 0 3 2 3

1 1 1 1 47

3 %+l 10 18 1080

J.J. Xy(x + y)dxdy = Jl.ﬁ;xy(x +Y) ddex = Jl.[
j)_[xzzy2+ X2 3}

v
f (x*y + xy?)dy |dx =

~0,043518.
Przyktad 4. Niech f :]0,1[ x]0,1[—>R bedzie funkcjg okreslong wzorem

X_
f(x,y)zlx_zlx.

(Symbol ]a,b[ oznacza odcinek otwarty, czesto oznaczany przez (a,b)). Obliczyé catke
j f (x, y) dxdy.

1o,1[?

Zbiér po ktérym catkujemy to Q=]0,1[*=]0,1[ x]0,1[, czyli kwadrat jednostkowy otwarty (bez
brzegu). Ale z punktu widzenia catki dwuwymiarowej nie ma znaczenia czy do zbioru, po ktérym

catkujemy wiaczymy brzeg tego kwadratu czy nie. Dlatego te samg warto$¢ ma catka .[ f (x, y)dxdy.
(0.1

Do obliczenie catki stosujemy catki iterowane:

1/ x X — 1 X —
j f(x,y)dxdy = J‘(j X —Y xdde I[ —yxdy+j—yxdy]dx.
101 =4 o[ X=Yl Ix=y|

10,112 10,1[

Zauwazmy, ze w catce IOX(X— y) | x—y|dy jest 0<y<X, zatem |X—Yy|=—(X—Yy). Natomiast w

1
cafce L(x—y)/lx—yldy: x<y<1 zatem |X—y|=—(x—Y). Tak wiec wyrazenie (Xx—Y)/|Xx— Y]

przyjmuje wartos¢ -1 lub 1. Kontynuujgc powyzszy rachunek:

Ul xdy+j( 1) xddex j((x )1 (x.y)|§_1x)dx:jx.x—x.O—(x.l—x.x)dx

(X* =x+x*)dx = j(2x —x)dx =

oolw
|
N |~
ol

!
|

Przyktad 5. Obliczy¢ catke potrdjng IX” +y"+2"dxdydz, gdzie Q=[a, b]x[a,, b,]x[a,,b,] jest
Q

prostopadtoécianem w R*,

C2

b Y
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Catki potrojne mozemy iterowaé podobnie jak catki podwéjne. W tym przypadku mamy

j(x" +y" +2")dxdydz = m (X" +y" +z”)dxdydz:bf(bf(T(x“ +y" +2")dx)dy)dz
[ay, b Ix[ay, by]x[a3,bs] a; a, a

n+1

n+1 n B b1n+1 31 ~ bn+1 ag+1 . ~ B
‘f(a[( S - %)de)dz I (b, a){—m +2°(b, an(bl a,)dz

a3

A -+ ) B ) -

_ (B —a) (b, —a,) (b, — ) + (b —ay")(h, —ay)(b, - a1)+(b"” a;™)(b, —a,)(b, - a)
n+1

Przyktad 6. Przyjmujac, ze w Przyktadzie 5 catkujemy po szeécianie Q, =[0, b]x[0, b]x[0,b] obliczy¢

jak zachowuje sie granica lim J. X" +y" +2z"dxdydz w zaleznosci od b?

b

Wstawiamy do wyniku z Przyktadu 5 wartosci a, =a, =a, =0, b, =b, =b, =b co daje

J‘ X" +y" + 2" dxdydz = (b"™* —0)(b—0)(b—0) + (b™* —0)(b —0)(b — 0) + (b"** —0)(b—0)(b—0) _ 3p"? .
Q, n+1 n+1

Mamy wiec

lim _[ X" +y" +z"dxdydz = lim

n—»o n—w N +1

bn+3 0 dla 0<b<],
o dla 1<b.

Wynik ten intuicyjnie jest zrozumiaty. Gdy 0<b <1, to w takim szescianie 0<X,y,zZ <1 (z wyjgtkiem
punktéw na $cianach, ale stanowig one zbiér miary objetosciowej zero), wiec catkowane wyrazenie
X" +y" +2z" zmierza do zera dla N — o (poza punktami na $cianach), dlatego mozemy spodziewac sie,
ze catka tez bedzie zmierza¢ do zera. Gdy b >1, to funkcja podcatkowa x" +y" +z", na przyktad dla
1< x<h, bedzie zmierzaé do nieskonczonosci. W efekcie catos¢ mozemy spodziewad sie, ze catka tez

zmierza do oo dla b >1.

Wspotrzedne biegunowe

Przy obliczaniu catek, pomocne bywa wykorzystanie specjalnej wersji zamiany zmiennych, czyli
wspdtrzednych biegunowych na ptaszczyznie: X =rcos¢, Yy =rsin . Jakobian transformacji dla tej

zamiany zmiennych wynosi I, zatem mamy réwnos¢

[[ £ yydxdy = [[ £ (rcos g, rsing)rdrde, (3)

gdzie €, jest zbiorem we wspétrzednych (r, @), ktéry odpowiada zbiorowi 2 ¢ R?.
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Rys. 3 Wykres funkcji z = f(x,y) = x?+y? nad kotem x2+ y2 < 4,

Przyktad 7. Obliczy¢ catke ” x* + y?dxdy. Z Rys. 3 wida¢, ze catka ta przedstawia objetos¢ figury
X2 +y?<R?

ograniczonej z dotu kotem x* + y* < R?, a z géry powierzchnig paraboloidy obrotowej z = x> + y*. Aby

obliczy¢ te catke zastosujemy wspétrzedne biegunowe i wzdr (3). Mamy zatem
X =1TC0S . .
H x* + y*dxdy ={ _ (p} = H (rcosg)® +(rsing)’)drde = J‘J' r?((cosg)® + (sinp)?)drdg
K(R) y=rsinej (), K(R),

= H r’drde,

K(R)p
gdzie K(R), jest kotem we wspoétrzednych biegunowych. Mamy wigc dwa opisy tego samego zbioru,
ktérym jest koto o srodku (0, 0) i promieniu R:
K(R)={(x,y): x>+ y* <R’} — opis we wspétrzednych prostokatnych,
K(R), ={(r,p): 0<r <R, 0< @ <7} —opis we wspdtrzednych biegunowych.

Zatem

r=R
2z

3

[ x+ yoxay = [ rardo= [ [riando= agfriar—2s 317
00 0 0

K(R) K(R)p

R?.

r=0

Przyktad 8. Obliczy¢ catke potrdjna .[(X+ y)dxdydz, gdzie Q jest pierwszg ¢wiartkg gérnej potdwki
Q

kuli X* +y?+ 2% <1 (wycinek kuli dla x,y,2>0).

Zauwazmy, ze Q. ={zeR:0<z <\/1—x2 —y?} dla (x,y)eD, gdzie D jest pierwsza ¢wiartka
kota na ptaszczyznie o promieniu 1 i $rodku (0, 0). W rachunku wykorzystujemy w odpowiednim

miejscu wspotrzedne biegunowe. Mamy zatem
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J'(x+ y) dxdydz = HI(X+ y) dxdydz = H{ I (x+y) dz} dxdy = H{ j (x+y) dz] dxdy =

Q D\ Q) 0

X=rcose, y=rsing
[ Jo(r@) =T

12z

(rcosg+rsin go)\/l—(rcosw)2 —(rsing)’ rdrde = .” r’(sing +cosp)Vl-r’ drdp =
00

_U(x + y)z|ZO“l_Xz_yz dxdy = ”(x+ y)y1—x2 —y? dxdy =
D D

[0,1]x[0,27]

1
Irlel— r2dr
0

wl2
_[ (sing+cosp)dg = %(rxll— r’ +(2r® —1)arcsin r)
0

! . @iz T T
—COoS @ +Ssin =—-2=—.
o( 4 ¢)|0 16 8

Pole zbioru mierzalnego A< R? moze by¢ obliczone jako catka podwdjna z funkgji f(x,y)=1. Miare

(pole) zbioru oznaczamy przez | A|. Mamy wiec:

|A|=jj1dxdy:jj dxdy.
A A

Przyktad 9. Obliczy¢ pole obszaru ptaskiego A ograniczonego krzywa Yy = X2 i parabolg y = X({—X).

Wyznaczmy punkty przeciecia obu krzywych:

x*=x({-x) = x=0, X=—li,/l+€.
2" V4

2.0 /.
//
150 //
//
1.0} } ( _)7_7__7__‘/;__ _
: /
~ A /
05 e
,//" 3
- ) y
_—
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 - N

Mamy wiec A={(X,y) e R*: OSXS—%JF /%Jrf, X} <y <x(f—x)}. Stad

|A|=jj1dxdy= j (jdy)dx: j ( j dy)dx = j x° —X(£ — x)dx =
A 0 A 0 X(£-X) 0

4 7%+\/g 4
Bx“ —%x3—§x2} :%(—%+«/%+€)4 —%(—%+J%+€)3—%(—%+J%+f)2.
0



