Metody Matematyczne w Procesach Przemystowych, notatki do wyktadu
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

Catka oznaczona funkcji jednej zmiennej rzeczywistej

Wstep

W matematyce istnieje kilka definicji catki. Dla naszych potrzeb wystarczy jednak proste pojecie catki,
ktére pojawito sie w pracach Riemanna (1854), dlatego nazywa sie jg catkg Riemanna. Catka ta
charakteryzuje sie dosc¢ intuicyjng definicjg (poprzez tzw. sumy czesciowe) i ma oczywistg interpretacje
jako pole pod wykresem funkcji (Rys. 1):

[fdx= lim > £ (£ -x).

Catka Riemanna jest okreslona poprawnie tylko dla funkcji ciggtych (ewentualnie posiadajacych
dyskretny zbidr nieciggtosci typu ,skoriczony skok”). W przypadku funkcji jednej zmiennej (x € R)
dziedzing catkowania bedzie odcinek domkniety [a, b]. Uogdlnienie na przypadek odcinka otwartego

i/lub nieskonczonego uzyskuje sie przez odpowiednie przejscie graniczne.
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Rys. 1. Definicja catki Riemanna na odcinku [a, b] — R.

Podstawowym twierdzeniem rachunku rézniczkowego i catkowego funkcji jednej zmiennej, ktére tgczy
pochodng z catkg oznaczong jest:

TwierDzeNE. Jezeli f :[a, b] > R jest funkcja ciggta, to dla catki Riemanna zachodzi nastepujaca
rownosc

j‘f(x)dx: F(b) - F(a), (1)

a

gdzie F jest dowolng pierwotng funkcji f, tzn. F'=f.

Réznice F(b)—F(a) zazwyczaj skracamy do symbolu F [ .
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Zatem obliczanie catki oznaczonej funkcji ciggtej moze by¢ sprowadzone do znajdowania pierwotnej.
Na przyktad

b®-a3

_ 1b3_£a3 _
3 )

a

.. 2 . 3 . . e U2 . ,
gdyz pierwotng dla X° jest F(Xx)=%x". Ponadto, poniewaz wykres funkcji X° nie ma fragmentow

znajdujacych sie ponizej osi poziomej, wiec powyzszy wzér okresla pole pomiedzy parabolg a
dowolnym odcinkiem [a, b]c R lezgcym na osi Ox (Btad! Nie mozna odnalezé zrédta odwotania.).

P =(1/3)(23-1%) = 8/3

Rys. 2. Pole pod wykresem paraboli y=x2.

Zaleznos$¢ wyrazona we wzorze (1) jest tak wazina, Ze zapiszemy jg jeszcze raz w nieco zmienionej
postaci, ktdra znana jest jako PODSTAWOWE TWIERDZENIE RACHUNKU ROZNICZKOWEGO | CALKOWEGO funkcji
jednej zmiennej. Ponizej symbol C([a, b]) oznacza zbidr wszystkich rzeczywistych funkcji ciggtych

okreslonych na odcinku [a, b].

TwierpzeNie. Niech f € C([a, b]) oraz F(x):jf(s)ds dla xe€[a, b]. Wtedy F jest rézniczkowalna
oraz a

F'(x)=f(x) dla xe[a, b]. (2)
Funkcje zdefiniowana przez catke po zmiennym obszarze ([a, X]) tak, jak to jest w powyzszym

twierdzeniu, czyli F(X) = JX f (s)ds, okresla sie czasami jako ,funkcje gérnej granicy catkowania”.
a

Jezeli na przyktad zdefiniujemy funkcje wzorem
F(x) =J'e‘32ds, (3)
0

to wzor ten poprawnie definiuje funkcje F dla kazdego X € R. W zasadzie nie ma prostszego sposobu

wyrazenia catki nieoznaczonej Ie’szds (catka ta nie wyraza sie w sposdb skoriczony poprzez funkcje

elementarne), ale nie znaczy to, ze funkcja zdefiniowana wzorem (3) jest bardziej tajemnicza niz na
przyktad sinus lub jakis wielomian. Mozemy bardzo szczegdtowo okresli¢ zachowanie sie funkcji dane;j
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wzorem (3). Znamy jej pochodng — co wynika ze wzoru (2): F'(x) = e >0. Poniewaz pochodna jest

dodatnia, zatem funkcja F jest rosngca w catej dziedzinie (—o, +0). Druga pochodna
F'(x)=(e ) =—2xe™*

jest ujemna dla x>0, dodatnia dla x <0, réwna zero dla X =0. Tak wiec druga pochodna zmienia
znak w zerze, a to oznacza, ze jest tam punkt przegiecia. Wykres funkcji F jest pokazany na rysunku.

N
Y

X
Rys. 3. Wykres funkcji zdefiniowanej catka, F(X) = jo e ds.

Jak widzimy z wykresu funkcja ma asymptoty poziome (dla £x), choé nie jest to oczywiste z samej
definicji (3). Jedyne co na razie wiemy to, ze funkcja jest rosngca (ale moze by¢ na przyktad
lim F(x) = ). Okazuje sie, ze jednak nasza funkcja ma skorczong granice w nieskonczonosci, co

wynika ze skoficzonosci nastepujacej catki

Te‘xzdx = g (4)

Podobnie jak dla catki nieoznaczonej, tak samo dla catki oznaczonej istniejg wzory na catkowanie przez
czesci oraz na zamiane zmiennej (catkowanie przez podstawienie).

CALKOWANIE PRZEZ CZESCI. Dane sg funkcje f,g :[a, b] > R rézniczkowalne w sposdb ciagly (to znaczy

f,g eC'([a, b])). Wtedy zachodzi réwnos¢

[ £099'09dx=[F (gL - [ F/()g(x)dx. (5)
Na przyktad

J'xsin xdx = jx(—cos X)" dx = (—xcosx)|y —jx'(—cos X)dx =—(zcosz —0cos0) + Jcos X dx
0 0 0 0

0

=—n(-1)+0=r.

xsin(x)

sin(x)
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Rys. 4. Wykresy funkcji y = sin(x) i y = X- sin(x) na przedziale [0; 1,17].

Zatem pole pod wykresem funkcji Xsin X na przedziale [0, 7] jest wieksze od pola pod wykresem
funkcji sinx: J: xsinxdx =7z > J.Oﬂsin xdx = 2. Zalezno$¢ takg wyraZnie sugerujg wykresy tych funkgji
wykresach (Btad! Nie mozna odnalez¢ Zzrédta odwotania.).

CAtKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE (ZAMIANA ZMIENNYCH W CALCE)

Dana jest ciggta funkcja f :[a@, b] > R. Niech X =¢(t) bedzie rézniczkowalna w sposéb ciggty. Wtedy

zachodzi réownos¢

)

[ 00dx = f (et @)ct, (6)

ty

gdzie granice catkowania po nowej zmiennej t sg wyznaczone z réwnosci a=¢(t,), b=e(t,).
Czasami zamiast podstawiania X = ¢@(t) uzywamy t =w(X). Ale to dalej sprowadzi¢ mozna do
pierwszego podstawienia, gdyz z réwnoséci t =/ (X) mozemy wyliczyé x =y *(t) (tutaj symbol ™"

oznacza funkcje odwrotng do ).

Na przyktad

J'xe’xz dx = { :_X } = J'%et dt =% ()= %(—e9 —(-e™)

- %(e“ — &) ~0,00909611.

PRzYKtADY

2 1.7 1 1 1
1)jx3dx=—x4 =2t =1 =4-==3 75
) 47| 4 4 4

2) Jakie jest pole pod jednym tukiem funkcji sinus, a jakie pod sinus do kwadratu?

Catkujemy funkcje sinus na odcinku [0, 7]:
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.[sin xdx =—cos x|, =—cos 7 —(—c0s0) =—(-1) - (-1) = 2.

0

Catkujemy funkcje sin® X po odcinku [0, 7]:

]Esin2 xdx = Tm
0 0 2

1% 1 1.
dx==|(1-cos2x)==(x—=sinx) |7
2{( )= (x=Jsinx)];

1 1. 1. T
=—(r—=sinzr—(0—=sin0)) =—.
5 (r=osinz=(0-2sin0) ==

08|
06l /.' \\
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Rys. 5. Wykresy funkcji sin(x) i sin?(x) na przedziale [0, t].

dx

3) Obliczy¢ catke oznaczong jﬂ
X° +6X+

Funkcja podcatkowa jest funkcjg wymierng — ale juz w postaci utamka prostego. Jest tak dlatego, ze
wielomian, ktdry jest w mianowniku nie jest juz rozktadalny w zbiorze R. Mozina to sprawdzi¢
obliczajgc wyrdznik: A =6 —4-10=36—40=—4 < 0. Zapisujemy teraz wielomian tak, aby mozna byto

zastosowac podstawienie sprowadzajace go do postaci t? +1.
X2 +6X+10=Xx"+2-x-3+3%+10-3° =(x+3)* +1.
W tym przypadku podstawienie bedzie bardzo proste: t = x + 3, zatem dt = dX. Liczymy

dt

1 1 4
4
=arctgt|. =arctg4 —arctg3~0,07677.
-(|J.x2+6x+10 -(|J.(x+3) +1 -!t2+l ot J J

Obliczona catka jest réwna polu obszaru zaznaczonego na ponizszym rysunku na zétto. Z rysunku
wida¢, ze dobrym przyblizeniem tego pola jest pole trapezu o wysokoscih =1 -0 =1 i podstawach
1 1

=0loraz b=—5—7—- =-—,
X°+6x+10|,_, 17

B 1
x* +6x+10]

zatem h(a+b)/2=1-(0,1+1/17)/ 2~ 0,07941 co jest nieztym przyblizeniem catki (0,07677).
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4) Obliczy¢ pole figury ograniczonej krzywymi y = X2, X = yz.
Z okreélenia drugiej krzywej widaé, ze X > 0, zatem mozemy to drugie réwnanie zapisaé¢ réwnowaznie

jako y = \/; Ponizej sg pokazane wykresu obu funkgcji.

4t

(]

—-1.0 —0.5 0.5 1.0 1.5 20

Punkty wspdlne znajdujemy przyréwnujac do siebie obie funkcje, co daje rownanie: x* = \/; Z tego

rownania mamy

x*=x czyli x*-x=0 =
X(xX*-1)=0 < x=0Ilub x* =1.

Jedynymi rozwigzaniami tego rownania sg X =0 oraz X =1. Oznacza to, ze wykresy przecinajg sie tylko
dla tych argumentéw (co zresztg widac na rysunku). Tak wiec pole zaznaczonego obszaru mozemy

1
:(szlz_lxsj
, 3 3

obliczy¢ jako catke z réznicy /X — X? na przedziale [0, 1].

1

j'(\/;_ Xz)de‘(Xuz _ Xz)dX _ [Lxlﬂlz _1X3j

1+1/2 3 o
:[213/2_l]}?j_(go?:/z_103)23_1_021
3 3 3 3 3 3 3

5) Obliczy¢ pole kota przy pomocy catki oznaczone;j.
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Ogélne réwnanie okregu na ptaszczyznie ma postaé (X—X,)° +(y—y,)=r’, gdzie X, Y, to
wspotrzedne Srodka, a r >0 jest promieniem okregu. Wystarczy jednak ograniczy¢ sie do przypadku
okregu o érodku (0,0): x* + y® =r? Zréwnaniatego mamy y =++/r’> —x?, wiec gérna potéwka kota

zawarta jest pomiedzy odcinkiem [-r, r] a wykresem funkcji f(X) =+/r? —x*. Tak wiec
P= ZI\/rZ — x2dx.

Stosujemy podstawienie X =rsint, skad dx =rcostdt. Ponadto wida¢, ze xe[-r, r] = te[-Z, Z].

217
Mamy wiec
r zl2 rl2
Pzzf\/rz—xzdx=2 .[ Jr? —r?sin?t rcostdt = 2r? f J1-sin?tcostdt =
_r —l2 —rl2
712 72
=2r? I Jcos®tcostdt = 2r? J cos’ tdt.
-2 -2
Teraz wykorzystujemy tozsamos¢
1+ cos2t
cos’t=—"—"—,
2
co po podstawieniu do catki daje
zl2 1 rl2 72 /2
P=2r? j §(1+c032t)dt=r2( j 1dt + I cos2tdt) = zr? +r? (4sin2t)|" =
—zl2 —l2 -zl2

=r? +r’(isin(z/2) - isin(-z/2)) = zr?

6) Podac zaleznosc¢ redukcyjng dla catki ICOS” xdx n=0,12,...
0

zl2
Oznaczamy J, = j cos" xdx, n=0,1,2,.... Oczywiscie mamy
0

7l2 zl2 7l2 zl2

- 0 - _r - 1 - -
Jy = ! cos® xdx = lldx_ 5 = !cos xdx = !cosxdx_l. (7)

Dla n>2 catkujemy przez czesci

72 w2 /2 72

J = .[ cos" xdx = I cos" ™ x cos xdx = j cos" ™ x (sinx)"dx = (cos"™* xsin x);'> — .[ (cos"™ x)"sin x dx
0 0 0 0

zl2 7l2
=cos"*(xr / 2)sin(x / 2) —cos"*(0)sin(0) — j (cos"™* x)'sinxdx=0-0—(n-1) j c0s"? x(—sin x)sin xdx
0 0
72 zl2 7l2
=(n-1) [ cos™” xsin xdx =(n—1) | cos™* x(1—cos” x)dx = (n-1) [ cos"* x—cos" xdx
0 0 0

7l2 72

=(n-1) [ cos"” xdx—(n-1) [ cos" xdx=(n-1)J, ,—(n-1)J,.
0 0
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n-1
Mamy wiec réwnos¢ J,=(n-1)J,,-(n-1)J,, skad J, =——J, ,. Ostatecznie mozemy to

n
podsumowacd
3 =0y n-2s
ﬂ” (8)
‘]0 ZE, J1=1
Na przyktad
s 3 31 3z 3
J4=_fcos4xdx=—J2=—-—J0=——=—7r,
) 477 42° 82 16
zl2
J5=Icossxdx=ﬂJ3=£-3J1=£-g-1=£,
0 5 53 53 15
)-8, 642, 642, 16
7 75 3 75 35

7) Jezeli przesuwamy po linii prostej ciato dziatajac sita F(X) od punktu x =X, do X =X,, gdzie X, <X,,

X
to praca wykonana przez te site wynosi W =IF(X)dX. Pdiniej zobaczymy, ze jest to szczegdlny

przypadek ogdlnego wyrazenia na prace quSF(r)-ds gdzie y cR® jest drogg, po ktérej
4

przemieszczato sie ciato pod wptywem pola sit F, a kropka () oznacza iloczyn skalarny wektoréw.

Rozwazmy prace jakg wykonujemy S$ciskajgc lub rozciggajac sprezyne od potozenia rownowagi.
Przyjmijmy, ze sprezyna spetnia prawo Hooke’a i rozciggnieta zostata o dtugos¢ (. Dla takiej sprezyny
mamy F(x)=-kX, gdzie k>0 jest jej sztywnoscig. Sita ktdrg przyktadamy jest przeciwnego znaku,
czyli wynosi ona kX. Zatem

1

W:_[kxdx:ijdx:klxz Ly (9)
) ) 27, 2

Mozemy ten wynik tez zinterpretowad nastepujgco: w sprezynie zostata zgromadzona energia

. , 2
(potencjalna) réwna $k(°.

8) Obliczy¢ objetos¢ stozka o wysokosci H i promieniu podstawy R.
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Obliczenie objetosci bryt tréjwymiarowych w ogdlnosci wymaga uzycia catek objetosciowych. Czesto
jednak (zwtaszcza, gdy bryta posiada jakas symetrie) mozna uzyska¢ objetos¢ wykonujgc tylko
catkowanie funkcji jednej zmiennej. W przypadku stozka zauwazamy, ze na wysokosci h przekrdj
poprzeczny jest kotem o promieniu

r=R(-h/H),
co wynika z twierdzenie Talesa. Objetos¢ , plasterka” o podstawie r i wysokosci dh wynosi

dV = 2zr?dh,

Catkujemy teraz te elementarne objetosci po h€[0, H] i korzystamy z wyrazenie na h aby uzyska¢
petna objetosé¢

H H H ) H s=1-h/H
Vv :jdv :J2nr2dhzj2ﬂ(R(1—h/H)) dh:Zﬂsz(l—h/H)zdhz{ }
0 0 0 0

ds=-dh/H
0 0 1 1 1 1

- ZﬁRz_[sz(—Hds) =—27R*H jszds =27R?H jszds = 27R?H [553} =27R?H {5—0} (10)
1 1 0

0

=127zR2H.
3

Uzyskalismy znany wynik: objetosé stozka = (1/3)-(pole podstawy)-(wysokos$¢).



