Metody Matematyczne w Procesach Przemystowych, notatki do wyktadu
Wyktad 1, cz1: powtorka rachunku rézniczkowego jednej zmiennej (catkowanie — funkcja
pierwotna)

DEFINICIA. Funkcjg pierwotng (lub catkg nieoznaczong) funkcji f:D — R okreélonej na zbiorze

otwartym D c R nazywamy dowolng funkcje rézniczkowalng F:D — R taka, ze F'= f.

Oznacza to, ze pierwotna (cata nieoznaczona) spetnia warunek:

Vx e D zachodzi F'(x)= f(x). (1)

Pierwotng funkcji f oznaczamy symbolem I f (x)dx.

Na przyktad dla f(Xx) = x? funkcja pierwotna jest F(x) =%X3, poniewaz
1,) 1
F'(x)=|=x*| ==-3x* =x" = f (x).
() (3 j 3 ()

1 1
Ale pierwotng tez jest funkcja Fl(x):§x3+7, czy Fz(x):gxa—l. Dlatego wynik najczesciej

zapisujemy tak
1
Ixzdx :§X3 +C,

gdzie Ce R jest dowolng stata.
Mozna udowodni¢ nastepujgce fakty:

1) Jezeli f:D — R jest ciggta, to posiada pierwotna.
2) lezeli dziedzina D funkcji jest odcinkiem, to dowolne dwie pierwotne F,, F, funkcji f

réznia sig¢ o pewng statg: F(x) —F,(x)=C dla xe D.

WZzOR NA CALKOWANIE PRZEZ CZESCI

Dane s3 dwie funkcje f, g, o ktorych zaktadamy, ze posiadajg ciggte pochodne. Wtedy zachodzi

nastepujaca rownosé

[ £099'09dx=F()g() — [ F'()g(x)x. 2)

Wz6r ten umozliwia czasami obliczenie catki nieoznaczonej poprzez sprowadzenie jej do innej
postaci.

PRZYKLADY

1) Skorzystamy z pochodnej funkcji €*: (e*)’ = e* oraz z tego, ze X' =1, aby obliczy¢ .[xexdx:
J'xexdx = J'x(e*)'dx = xe* —fx’exdx = xe" —Iexdx =xe*-e"+C=
=(x-1e* +C.

2) _[In xdx
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IInxdx:Ix’Inxdx:xInx—jx(Inx)'dx:xlnx—jxldx=
X
xInx—jldx:xInx—x+C=x(|nx—1)+C.
3)Ixsinxdx

jxsin Xdx = j X(—cos x)'dx = x(—cos x) — _f X'(—cos x)dx

:—xcosx+.[cosxdx:—xcosx+sin x+C.

fxcos xdx = _[ x(sin x)'dx = xsin X — I x'sin xdx

= Xsin x—jsin Xdx = xsin x+cosx + C.
4).[x23in xdx

j X sin xdx = sz(—cos x)'dx = X2 (~C0S X) — j (x?)'(~cos x)dx
=—x’ cosx+2jxcosxdx=—x2 cosx+2(xsinx+cosx)+C =

=—x?COS X+ 2XSin X +2cos X +C.

5)jx2 c0s xdx
Ixz cos xdx :sz (sin x)'dx = x*sin x—'[(xz)'sin xdx =
= x?sin x—ZJ.xsin xdx = x?sin X — 2(—xcos X +sin x) + C

= x%sin x+2xco0s x—2sin x + C.

dx
ey

dx 1+ x2 — x? 1+ x? x?
= dx = dx — dx =
J.(1+ x?)? I (1+ x%)? J‘(1+ x?)? J‘(1+ x?)?

2

X
———dx
(L+x?)?

1 X
zjl+x2 dX_J(1+X2)2 dx:arctgx—j

2
X
Musimy teraz obliczy¢ catke J.(l—zdx. W tym celu wykorzystamy catkowanie przez czesci:
+ X

)

x? X 1 1) X 11
——dX= [ X———dx= x| -=- dX=-—— | X| -=- dx =
J.(1+x2 2 I (1+ x%)? -[ ( 2 1+x2j 2(1+ x%) -[ [ 2 1+x2j

X 5 +1.f 12dx=—%+larctgx+c.
2(1+x%) 271+x 2(l+x°) 2

Ostatecznie
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dx X X 1
Im=arCth—Ide=arCth—(—m+ 2al’Ctg XJ+C =

1 X
=—arctg X+ ——-+C

2 2(1+x°)
CALKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE (CALKOWANIE PRZEZ ZAMIANE ZMIENNEJ)

W niektérych przypadkach obliczenie catki If(x)dx moze sie uprosci¢, gdy wprowadzimy

pomocniczg zmienng, tzn. zastosujemy podstawienie X=¢@(t) (lub t=¢@(x)). Stosujac formalny

rachunek, dx = ¢'(t)dt, mamy nastepujacg réwnos¢ na catkowanie przez zamiane zmiennej

[ £ 00dx=[ f (p()e' (e, 3)

gdzie po obliczeniu catki wystepujgcej po prawej stronie, ktdra bedzie funkcjag zmiennej t,

podstawiamy zmienng X wyliczong z zaleznosci X = ¢(t).

PRzYKLADY

1) Obliczy¢ przez podstawienie catke Jxe_xzdx.

Zastosujemy podstawienie t = X2 (Mozna tez patrze¢ na te zamiane zmiennej jak na podstawienie

X= \/'[_ Oba podejscia dajg oczywiscie ten sam rezultat koricowy.) Obliczamy

dt = (x*)'dx = 2xdx = dx=idt——dt
2x 24t
Mamy teraz
1 .
xe dx=[xet —== "dt_— e')+C=—=e" +C.
J J Sedt=2 (e C =2

2) Obliczy¢ catke j (2 + x3)® x*dx.

Stosujemy podstawienie 2+ x> =t. Mamy dt =d (2 + x®) =5x"dx, zatem

1 1
2+ Xx°)*xdx = |t —dt_ tdt==-=t*"+C=—(2+x°)*+C.
[@+x) I3 j - o5 2+%)

1
4

3) Obliczy¢ catke th xdx.

. ‘2 sin X
Wykorzystamy réwnos¢ tg x =
COS X

t =cosXx -
Itgxd _J-smx { }: %:—In|t|+C:—ln|cosx|+C.

oraz podstawienie t =C0SX. Mamy

COS X dt = —sin xdx

1
4) Obliczy¢ catke J.mdx, gdzie a jest dowolna stafa.
e’ +e
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Mozna te catke obliczy¢ nastepujgco:

ax ax t =e** 1dt
j 1_ dx:j e_ dx:j Ze dx = j
eax +e ax (eax+e aX)eaX e aX+1 dt:aeaxdx t +1

1 1
=—arctgt+C =—arctge™ +C.
[24 o

5) j de > Obliczenie tej catki sprowadza si¢ do znanej catki J~1dx

> =arctgx+C. Ta druga catka
X +a + X

wynika oczywiscie z pochodnej funkcji arcus tangens: (arctg x)' = >
X

i stosujemy podstawienie t=Xx/a.

dx dx 1
Catk rzeksztatcamy tak = =
ep y tak [ R [ [

2(2+1) @) (el

—~
@ [x
o

Poniewaz dx = adt, wiec

j?dt 1 at :larctgt_larctg +C.
t?’+1 a’t’+1 a a a

Ix +a’ -[( x)? T a’
6) Sprawdzi¢ przez rézniczkowanie, ze
1 1
[—=—dx=In|tgix|+C. (4)
SIn X

Niech x € (0, 7 /2). Wtedy funkcja 1/sinx jest okreslona na odcinku tym odcinku oraz tg$x >0,

zatem mozemy opusci¢ wartosé bezwzgledng we wzorze (4), zatem mamy pokazaé, ze

—In(tg X) = X’

Pamietajac o pochodnej funkcji ztozonej oraz ze (tgx)'=1/cos® x otrzymujemy

d 1 1 1 1
—In(ta 1 x) = tgix)' = ———GX) = 7
COS 3 X
1 1

~ 2sinixcosix sinx’
7) Niech k # 0. Pokazaé, ze

In|x++/x*+k |+C.
el

Nalezy po prostu zrézniczkowac prawa strone i pokazaé, ze jest ona rdwna

Korzystamy
x* +k
przy tym z réGwnosci:
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(In|x]) = % dla x & (—o0, 0) U (0, o). (5)

Obliczamy
iIn|x+\/x2+k |:;i(x+\/x2+k)
dx X++/x% +k dX
1 [ 2X J 1 VX2 +K +x 1

= 1—|— = = .
X+Ux2 +k 202 +k ) x+x+k X2 +k N

8) Sprawdzi¢ przez rdzniczkowanie wzor na catke I\/XZ +k dx, gdzie ke R jest dowolng stata:

J.\/x2+kdx=%(x\/x2+k+k|n|x+\/x2+k|)+C. (6)

1

VX2 +k

9) Sprawdzi¢ przez rdiniczkowanie wzor na ca’rkeJ. dx, gdzie k#0 jest ustalonym

parametrem:

1
_fmdx=ln|x+\/x2+k|+c. (7)



