Metody Matematyczne w Procesach Przemystowych, Notatki do wyktadu

Wyktad 1, cz1: powtorka rachunku rozniczkowego jednej zmiennej (rozniczkowanie, granice,
szereg Taylora)

Pierwsze trzy zajecia beda poswiecone na przypomnienie i powtdrke materiatu z matematyki, ktéry

studenci znajg z poprzednich kurséw. Dlatego ilo$ciowo bedzie tego catkiem sporo — bo to nie jest
nowy materiat.

Czes¢ I: Granice funkcji, pochodne funkcji jednej zmiennej. Regula de
I’'Hosptiala
DEfINICIA. Niech f :D — R bedzie funkcjg okreslong na odcinku D < RR. Jezeli dla ustalonego punktu

X, € D istnieje granica

lim f (X)_ f(XO) )
X—>Xo X—XO

(1)

to moéwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie X,. Granice te oznaczamy przez f'(x,) i

nazywamy pochodng funkcji f w punkcie X,. Tak wiec z definicji (1) mamy

/(%) = lim - = 106) )
X=Xy X— X,

Wprowadzajac oznaczenie h =X — X, mozemy granice, ktdra wystepuje w (2) zapisa¢ nastepujaco

f O +h) = (%)
- :

(%)= L'Hg

(3)

Jezeli pochodna istnieje w kazdym punkcie Xe D, to mamy okreslong funkcje f':D — R, ktéra
kazdemu elementowi dziedziny X € D przyporzadkowuje pochodng f'(x). Funkcje f' nazywamy
pochodng funkcji f.

Oczywiscie nie kazda funkcja jest rdzniczkowalna, ale wiekszos¢ funkcji spotykanych w

zastosowaniach posiada pochodng. Mamy ponadto prostg zaleznosé¢ pomiedzy ciggtoscia a
rézniczkowalnoscig funkcji:

JezZeli funkcja jest rozniczkowalna w punkcie x,, to jest tez w nim ciggfa.

Odwrotna implikacja nie zachodzi, o czym $wiadczy prosty przyktad f(x)=1x1, dla x € R. Funkcja ta
jest ciggtaw x, =0, gdyz liITOI lxl=0=f(0), ale f'(0) nie istnieje, bo granice jednostronne

- f(0 lx1-101 x| x>0
f)-fO) _  Ix=101 . Tx

. . X .
lim m— = lim—=1lim1=1,
x—0" x—=0 -0t x—=0 x—-0" X x—=0"x  x-0"

lim SO g =0l i =X Clime 1) =1,
x—0" X — x—=0" X — 0 x—=0" X x—=0" X x—0"

sg rézne. Skoro granica prawostronna jest rézna od lewostronnej, to granica nie istnieje, czyli nie
istnieje pochodna funkcji x| w zerze. Ale warto podkreslié, ze poza zerem ta pochodna istnieje:

dla x>0 zachodzi: |xI'=x"=1,
dla x <0 zachodzi: |xI'=(—x")=-1.
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TWIERDZENIE. Niech funkcja f, g:D —> R beda rdiniczkowalne w punkcie xe D. Wtedy funkcje

f+g, fg, f /g sardzniczkowalne w punkcie X oraz zachodzg réwnosci

a) (f+9)(x)=f'(x)£g'(x),
b)  (fg)'(x) = F'(x)g(x)+ f(x)g'(x),

g [LJ o= 09800~ 1 (99’00
g 9" (%)

W punkcie c) zaktadamy, ze g(x) = 0.

POCHODNA FUNKCJI ZLtOZONEIJ

W wielu przypadkach jednak nie wystarczy postugiwanie sig powyzszymi tozsamosciami do obliczenia
pochodnej. Na przykfad dla funkcji sin(x® +2x) obliczenie pochodnej — mimo, ze potrafimy obliczy¢
pochodng Sin’X=c0sX oraz (x*+2x)'=3x*>+2 — w oparciu tylko o wzory a), b) i c) nie jest
mozliwe. Musimy jeszcze postuzyé sie wzorem na pochodng funkcji ztozonej. Ponizsze twierdzenie
przedstawia ten wzor.

TWIERDZENIE. Niech f:D — R, g:G — R beda funkcjami rézniczkowalnymi. Ponadto zaktadamy, ze
ztozenie g o f jest poprawnie okreslone, tj. (D)< G. Wtedy funkcja g o f jest tez rézniczkowalna

i zachodzi réwnosé

(9°f)(x)=9g'(f(x)) f'(x) dla xeD. (4)
Piszac nieco mniej formalnie wzdr (4) na pochodng funkcji ztozonej zapisujemy tez tak
(g(F () =g'(f (x) £'(x). (5)

PRZYKLADY
a) Obliczy¢ pochodna funkcji sin(x® + 2x).

Zauwazmy, ze sin(x® +2x) = g(f (x)), gdzie g(X) =sinX, f(x)=x*+2x. Poniewaz
g'(x) =(sin x)" =cos X, zatem

(sin(x3 + 2x))l =sin’(x* +2x)- (x* + 2x)' =

=cos(X® +2x) - (3x2 + 2) = (3x% + 2) cos(X* + 2X).
b) Obliczy¢ pochodna funkgji ¥/In x.
Mamy ¥/Inx = g(f (x)), gdzie g(x) =X, f(x)=Inx. Zatem
(4MX) =(9(F () =9'(F O =5 1) ™ (inxy =

111
33In?x X 3x3/In?x
mﬂxa

c) Obliczy¢ pochodng funkcji e
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Zauwazmy, ze pochodna funkcji zewnetrznej, e*, pokrywa sie z nig sama: (;’—Xex =e”. Zatem

die\/(m+2x3 —e Jeosx+2x3 . (meZX ) e Jeosx+2x3 ((;j \/ﬁ_’_dizxii):
X X X

3 1 d s —Sin X
g /eosxs2x (——cosx+2-3x2) =Yoo 28 4 6x?),

2+Jcos x dx B 2+/cos x

REGUtA DE L’HOSPITALA

Przy obliczaniu granic funkcji mozemy postuzyé sie pochodnymi stosujac tzw. regufe de [’Hospitala.
Sama reguta bezposrednio dotyczy tak zwanych symboli nieoznaczonych % i Z. Inne przypadki, np.

0-00, 17, c0—00, mozna sprowadzi¢ do poprzednich dwdch. Reguta ta pozwala (przy pewnych

zatozeniach) zamieni¢ jedng granice na inng. Moze sie okaza¢, ze ta inna jest tatwiejsza do obliczenia.

Niech f, g: D — R beda funkcjami rézniczkowalnymi, a X, bedzie punktem skupienia dziedziny D.
Wtedy:

a) Jezeli I|m f(x)= Ilm g(x) =0 oraz istnieje granica lim f EX; to zachodzi réwnosé
X—>Xg g X

0y 100
X—>Xo g(x) x=% g (X)

(6)

b) Jezeli lim f () = oo, I|m g(x) =+ oraz istnieje granica lim (%) , to zachodzi réwnos¢

X—>Xo X=X (g (X)

109 _ i 1100

7
o g(x) o g v

Jak widzimy ze wzoréw (6) i (7) reguta de I'Hbspitala pozwala zamieni¢ obliczanie granicy wyrazenia
f(x)/g(x) do innego wyrazenia. Uzyteczno$¢ tej reguly bierze si¢ stad, ze czgsto to drugie
wyrazenie jest prostsze (pod wzgledem obliczania granicy).

Przyktady

1-cosx T . . .
>—. Poniewaz lim(l-cosx)=0 oraz lim x* =0, wiec mozemy
X x—0 x—>0

stosowac regute de I'Hbspitala:

1) Obliczyé granice Iin;)l

0
. 1-cosx H (—cosx)" _ . sinX sinx 1 1
lim—— = lim =|Im—=—| ==1==.
x—0 X2 an (XZ): x—0 2X 2 xeo X 2 2
o . . X—=S8INX L . o3 . .
2) Obliczy¢ granice |Im—3. Poniewaz lim(x—sinx)=0 oraz limx® =0, wiec mozemy
x—0 X x—0 x—0

stosowac regute de I'Hbsptiala:

. 1
lim 20X i XS sx _1 osx _1
x—0 X xao (X )' x—>0  3x 3x50 X 3

0
X— smxH (x—sinx)'_"ml—cosx_l. 1-cosx
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3) Obliczy¢ granice I|m 19X
x=0 X —Sin X

wiec mozemy stosowac regute de I'Hbsptiala:

. Poniewaz Iing(x—tgx)=0—0=0 [ Iing(x—sin X)=0-0=0,

. x—tgx [0 x—tgx) . 1-—% cos? x —1

Ilm—_g =[ }—I —( 9x) = lim —=X = lim— =

x>0 x—sinx [ 0] x0(x=sinx)" x»01—-cosx x>0cos” X(1—cosXx)
(cosx—l)(cosx+1)__"mcosx+1__g__2

x>0 c0s? X(1— COS X) x>0 €0S? X 1 '

2
4) Obliczy¢ granice |ImX— Poniewaz limx* =0 oraz lime* =, wiec mozemy stosowac regute de

X—>00 e X—>00 X—00

I’'Hbsptiala. Bedziemy jg stosowali dwukrotnie:

2 YAV
lim X~ fjm &) imﬁz{f}in @) _jim2_2 _g,
x—0 @¥  x—wo (ex)' x—0 @* 0 0

i \/,, gdzie n,meN. Mozemy stosowaé regute de I'Hbspitala, gdyz
|im(1-d§)=|im(1-&)=o:
x—1 x—1

(Xlln) m X"T zm

Uﬂl_ﬁ_m(l_w)_lﬁﬁl Ty = M
(1—@/?) ("M noety n

m
.

1
1

W przypadku tej granicy mozna troche sobie ufatwi¢ obliczenia stosujgc zamiane zmiennych x=t"",
zanim wykorzystamy regute de I'Hospitala. Mamy wtedy
1-4x 1- 1t @a-t"y .. o0-mt"* m,_ t™*

leall _ItLll / nm Hl 1-t" _Iml (1 t" ) Itlgl] 0—nt"* :FILT ! -

m
.

S |3

1
1

m
Zauwazmy tez, ze granice lim

-1 1t

mozemy tatwo obliczy¢ bez obliczania pochodnych i stosowanie

reguty de I'Héspitala. Wystarczy tylko dokonad rozktadu wielomianéw. Mamy bowiem:
1-x = (L= X)L+ X+...+ X,

zatem

n razy

1 1 T A

1-t" (@-t)@A+t+...+t"7)  I+t+. 4+t 1+1+...41

1-t"  (A-t)A+t+...+t™) 1+t+... +t" 1+41+...41 m
-

m razy

6) Obliczyé granice lim XIn X. Granica ta jest typu 0-c0, wiec aby mdc stosowaé regute musimy
x—0"

zamienié¢ jg na © /o lub 0/0. Na przyktad xInx=(Inx)/(1/X) i jest to symbol nieoznaczony typu

oo /o0, zatem
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lim xInx = fim 20X = fim AN _ iy 17X lim () =0.

x—0" x>0" 1/ X x->0" (1) x)'  xo0" -1/ X2

7) Obliczy¢ granice lim x*. Granica ta jest typu 0° — jest to kolejny typ symbolu nieoznaczonego. Aby
x—0"
zamienié go na problem 0-c0 wykorzystamy logarytm naturalny nastepujaco X = e'”x, ska
Xx — (eInX)x :exlnx

Pokazalismy juz poprzednio, ze lim xInx =0, zatem lim x* = lim e =gl =1,

x—0" x—0 x—>0"

X

-1
>—. Zpoprzedniego punktu wiemy, ze limx* =1, zatem Ilm(x -1)=0.

X x—0" x—0"

. X
8) Obliczy¢ granice lim
x—0"

Mamy wiec symbol nieoznaczony 0/0. Obliczamy

X" X< — @™ =1 @™ (xInx ) Inx+1
lim —— ( Ly _Ilm( ) :Ilm# limx*—==
x—0" X xao* (x ) x—0* 2X x—0" 2X x—0" 2X
1. o . Inx+1
= limx* - lim .
x—0" x—0" X

Pierwszg granice juz obliczylismy, wiec 5 IIm X*=1.1=1, natomiast druga granica jest postaci -c0/0:

. 1+Inx . 1
lim = lim ((1+In X)-—j:—oo-oo:—oo.
x—0" X x—0" X
. oo x-101
i ostatecznie lim ——==-(—o0) = —o.
x—0" X 2

X

.o x' =1
9) lim . Jest to symbol nieoznaczony 0/0, zatem

x—0" \/;

X x ' xInx _ qyr xlnx
lim X =2 i &Y €D (xIn x)’ = lim 2x*2e"™ (L+1In x)

m =
x—0* \/; x—0" (\/7) x—0* (Xuz)' x—0" %X71/2 x—0

=21lim X - xX* 1+ In ).
x—0" i

{ {
0 1 ©

Wystarczy teraz policzy¢ granice lim JxInx:
x—0"

1
) . Inx [w . (Inx) .. v . ~
lim /X In x = lim —=|— |=lim ( 1,2) = lim —X = 2 lim x®?»%
X—0" x—0" X~ 0] X—0" (X_ )' x>0t 1 X_3/2 X—0"
2
=-2lim x¥? =0.
x—0"

Ostatecznie lim v/x - x*(L+Inx) = lim /X - x* + lim x*v/X Inx=0-1+1-0=0.
x—0" x—0" x—0"

10) lim X=In(x+1)
-0 xIn(x+1)
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Wyktad 1, cz1: powtorka rachunku rozniczkowego jednej zmiennej (rozniczkowanie, granice,
szereg Taylora)

1
’ 1_7
- X—In(x+1 -
m X=X+ In(x+1)={9}:lim( OHD) i X+l X*1-1
x>0 xIn(x +1) 0] xo0 (xln(x+1))' Moln(x+1)+ X =0 (X +1)In(x+1) + x
1
. X 0 . 1 . 1 . 1 1
=lim =|=|=lim =lim =lim ==
=0 (x+1)In(x+1)+x |0 Holn(x+1)+x+1+1 =0 In(X+1D)+1+1 =0In(x+1)+2 2
+1
11) lim In(smx)2
X—>7z/2(2X_ﬂ')
COS X
In(sin x) _[9}_ lim (In(sinx))" . sinX_ _ jim L COSX
szlz(zx_”)z 0 H;rlz((zx_ﬂ)z)’ x>5i2 2.2.(2X—7) orl2 4sinX 2X— 7
. . cosx 1 . cosx 1. = COSX _[9}
orl2 AsinX x-rl22X — g Asin(x [ 2) xor22X—x 422X -7 |0

1. -sinx 1 -1 1
== lim =—.—=-=,
4x—nl2 2 4 2 8
g o

12) =
a>r/2|n(Cos a)

Zauwazmy, ze powyzsza granica nie jest w ogdle poprawnie okreslona gdyz funkcja Incosa nie jest
zdefiniowana dla a > ©/2. Wynika to stad, ze cosa <0 dla /2 < a < m. Dlatego mozemy tylko
obliczaé granice lewostronna:

1
tg o 00 . 2 . 1 1
9% _1Z1_ |im L5 @ _ i —=-1.—=-
a=(x/2) In(Cosa) || a2y SN  a-(zi2) —SinaCOSa 0
cosa P

Zauwazmy, tez ze gdybySmy mechanicznie zastosowali (nieoprawnie!) regute dla granicy
prawostronnej, to uzyskaliby$Smy oczywiscie btedny wynik:

tg a . 1
im —9% _ _ |im ————=-1-(—0) =0,
a>(x/2)" In(COS@x) 4 a-(x/2)" —SiN @ COS
7? l ¢
1 0

gdyz co prawda druga granica (niewtasciwa) istnieje i jest poprawnie obliczona (-), ale réwnos¢ jest
niepoprawna, gdyz pierwsza granica w ogdle nie istnieje.

. Xctgx-—1
13) Ilmg—2
x—0 X
COS X
. Xctgx—-1 . sinx_l __xcosx—sinx [0
lim > =lim . =lim o ==,
x—0 X x—0 X x—0 Xsin X 0

ale nie stosujemy w teraz od razu de I'Héspitala, gdyz wyrazenie sie komplikuje. Lepiej jest jeszcze
nieco przeksztatcic¢ (pogrupowac) i dopiero wtedy stosowac regute:
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. XCOSX—SIiNX ,. XCOSX—sSinx X . XCOSX—SIinX .. X
lim————=Iim 5 ——=Iim 3 -lim—
x>0 X°sin X X0 X sinx x-0 X x=08in X
1
. Xcosx—sinx| 0 . (xcosx—sinx)" .. COSX— XSinX—COSX
:Ilm—3 — |=1lim N =lim > =
x—0 X 0 x—0 (X) x—0 3X
. xsinx 1, sinx 1 1
=lim > =—lim——==.1==.
x—0 3X 3x—>0 X 3 3
13) lim x*°
x—0"

) . ) lim x2Inx
lim x*) = [00] =lime“"™ =e~* . Wystarczy obliczy¢ granice w wyktadniku:

x—0" x—0"

1
) . Inx [ R G 1 ..
lim x?Inx = lim — =| — |= lim X = lim =~ =—-=.1lim x> =0.
x—0 x—0 o0 x—0" —, x—0" — x—0
+ + 4 2 + 2 2 +
NG X3
. 2
Tak wiec lim x*? =e° =1.
x—0"
b
i X
14) lim (cos x)sinx (e* —cos X)
x-0" X+ 2:/x
1
_(cosx)snx(e* —cosx) .. Lo (ef—cosx) . MeSX o (eX _cosX
Iqu( )™ ):Ilm(cosx)S'”X Imqulln]eSInX |Im¥.
x—0 X+ 2\/; x—0 x—0 X + 2\/; x—0 x—0 X+ 2\/;

Pierwszy skfadnik

—sin x
. In(cos x 0 . . —=sinx O
I|m¥= = |=lim £9X__ |im —==>=0,
x->0"  sin X x>0" cOSX x>0 cos X 1

0

Drugi sktadnik
(eX—cosx) {0}

. e*+sinx 1+0 1
= lim = =—=0.
x—0" 1 o0 o0

1+——

Ix

lim———=
o0 x4+ 24/x

0

INNE OZNACZENIA POCHODNEJ

Nie zawsze oznaczenie pochodnej symbolem prim (‘) jest wygodne. Wzory fizyko-chemiczne czesto
zawierajg wiele parametrow wzgledem ktérych moze by¢ wykonywane rdzniczkowanie. Wtedy
wygodniej jest uzywac takiego oznaczenia na pochodng, ktére wyraznie podkresla wzgledem ktérej
zmiennej rézniczkujemy. Mamy zatem oznaczenie

df (x)
dx

df ,
&(x) = = f'(x).

Przyktady

Rdéwnanie Arrheniusa — opisuje zaleznosc stafej szybkosci reakcji od temperatury
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k=A-e 5",

Oczywiscie okreslenie ,stata” jest tutaj konwencjonalng nazwa tej wielkosci uzywang w chemii.
Matematycznie funkcja ta nie jest funkcjg statg — wyraznie widaé przeciez, ze zalezy od T.

Pochodna tej statej szybkosci wzgledem temperatury wynosi

%=ik :i(A'e—Ea/RT): Aie—Ea/RT _ Ae—Ea/RT i__Ea:
dT dT dT dT dT RT
Ae—Ea/RT __Eailz Ae—Ea/RT __Ea__]': Ea Ae—Ea/RT _ Ea

R dATT R T? RT? RT?

Szybkos¢ korozji i opor polaryzacji — w zagadnieniach korozji metali wazna jest tzw. gestos¢ pradu

korozyjnego, J., (oznaczanego takie jako i ) oraz powigzanego z nim oporu polaryzacji, R

p*

Mozna go wyznaczy¢ ze wzoru Stearna-Geary’a

R, =B/i

corr?

gdzie B jest waznym parametrem, ktory daje sie wyrazi¢ przy pomocy wspétczynnikéw Tafela b, , b

a’ ~c

oraz b, wzorem: B=Db,b /2,303(b, +b.). Stearn i Geary wyprowadzili ten wzér wykorzystujac

corr

definicig R, :

oraz wersje wzoru Butlera—Volmera (krzywa polaryzacji elektrodowej — zalezno$¢ gestosci pradu od
nadpotencjatu) dla elektrody korodujgcej*

. R %(EfEcorr) Ri.';b(EfEcorr)
1= Jcorr e " —€ ’ ! (9)

gdzie E— potencjat elektrody, E_— tzw. potencjat korozyjny, T— temperatura (K), a R i F to

corr

stata gazowa i stata Faradaya.

di
Policzmy zatem pochodna é:

- F F F F
d J _ d R Fba( E-Ecorr) ’ﬁ(EfEcorr) . d Fba(EfEcorr) d ’Fbc(EfEcorr) _
d_E_d_EJcorr' e —€ = Joorr | 7= € ——=°¢

F
) ———(E-Egorr) d F ~=rp (E~Ecorr) d -F
Jeorr [eRTba - (E - Ecorr) —€ R - (E - Ecorr)} =

dE RTb, dE RTb,
. T EEw) F o d F et _F
Jeore e __(E - Ecorr) —e [T — (E - Ecorr) =
RTh, dE RTb, dE
. F E
JcorrF era(EiEm") i—i—eiﬁ(EiEcm) i '
RT ba bc

! Por. A. Kisza, ,Elektrochemia cz. Il Elektrodyka”, WNT, 2001, (str. 105, 303).
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Do tak obliczonej pochodnej wstawiamy teraz E =E

corr

( dj j JeonF eﬁw Bar) 1 e—ﬁw Bar) 1
dE ).~ RT b b

a c

jcorrF i-ﬁ-i JcorrF b +b
RT (b, b RT bb,

a c

Woracajgc do wzoru (8) otrzymujemy Rp

RT b, +b,
o GE[ 1 1 _F bp [, _RT bp_
P dJ Ecorr %E JCO"F b +b Jeorr F b +b
o RT babC

Czesc¢ II: Szereg Taylora dla funkcji jednej zmiennej

Wz6r Taylora jest jednym z wazniejszych twierdzen rachunku rézniczkowego. Pozwala on
dostatecznie regularng funkcje przybliza¢ lokalnie wielomianem: jezeli funkcja jest N— krotnie
rézniczkowalna w otoczeniu ustalonego punktu X,, to mozna jg ,dobrze” aproksymowac przy
pomocy odpowiednio dobranego wielomianu (stopnia nie wiekszego niz n). Ponadto wzor ten daje
mozliwos¢ okreslenia btedu z jakim ta aproksymacja jest uzyskana. Istnieje wiele wersji wzoru
Taylora, ktére réinig sie sposobem opisania tego btedu, zwanego resztg, natomiast wielomian
aproksymujacy jest zawsze takiej samej postaci. NajczeSciej uzywa sie wzoru Taylora z resztg
Lagrange’a lub z resztq Cauchy’ego. W obu tych przypadkach reszta jest wyrazona w postaci
rozniczkowej. Istnieje tez wersja wzoru Taylora, w ktérej reszta jest w postaci catkowej.

WzOR TAYLORA Z RESZTA LAGRANGE’A. Jezeli f :(a,b) >R jest n—krotnie réiniczkowalna w

przedziale (a, b) oraz n—ta pochodna jest ciagta, to dla dowolnych X,, X, +h € (a,b) zachodzi

f (%, +h)_f(x)+ f(xo)h+ RACOLE +(_)'f(”l)(xo)h”1+R(xo,h) (10)

gdzie reszta R(X,;,h) ma posta¢
1 (n) n
Rn(XO,h)z—'f (%, +8h)h (11)
n!

dla pewnego 0 < 9 <1 zaleznego na ogét od X, oraz h.

W?zér Taylora (10) z wyrazeniem na reszte (11) interpretujemy tak: jezeli funkcja jest , dostatecznie
regularna”, to mozna jg przybliza¢ wielomianem odpowiedniego stopnia, przy czym bfad przyblizenia

jest rzedu h". W praktyce inzynierskiej reszte sie pomija piszac po prostu:

fOg+h)~ f o)+ f(x)h+—f”(x0)h2+ n

AR (12)~

Niekiedy wzdr Taylora zapisujemy nieco inaczej: zamiast X,+h uzywamy X=X,+h. Wtedy

h=Xx-X, i wzér (10) mozna przepisac tak
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f(x) = f(x, )+ f (%) (X — xo)+ f”(x Y(X=X%,)? +. +( 11)| fOD(%,)(X=%,)"" + R (%,,X%), (13)
gdzie reszta (Lagrange’a) ma postac

R, (X, X) = f‘“)(x +9(X =X ))(X—X,)". (14)

Gdy pominiemy reszte (,,bo jest mata”), to z (13) mamy

f(x)= f(x, )+—f "(X) (X=X )+ f”(x )(X—X,) +. +( fl)l (%) (X —%,)" | (15)

Przy ustalonym punkcie X, wystepujace w tym wzorze wspdtczynniki f(x,), f'(X),.... T" ™ (X,) sa

statymi, zatem wyrazenie po prawej stronie jest po prostu wielomianem (zmiennej X) co najwyzej
stopnia N.
Wzér Maclaurina

Jest to szczegélny przypadek wzoru Taylora — podstawiamy w (13) X, =0, czyli rozwijamy funkcje

wokét punktu 0. Otrzymujemy wyrazenie

f(x)_f(0)+—f(0)x+ f”(O)x+ 17O TS Y S S (16)

(n=1!

Przyktad. Niech f(X)=sinX. Poda¢ wzér Taylora w punkcie X, =0 dla n=4.

Rozwigzanie: Obliczamy kolejne pochodne:
f'(x) = (sinx)' =cosx, f?(x)=(cosx)' =-sinx,
f®@(x) = (-sinx)' =—cosx, f“(x)=(-cosx) =sinX,

fO(x) =(sinx)'=cosx, f©(x)=(cosx) =-sinx.

Mamy f(0)=0, f®©0)=1, f?(0)=0, f®©0)=-1, f“(0)=0, f®(0) =1, wiec

sin(x)=0+x+0—%x3+0+$x5+R5(x),

3 5

. 1
czyli SII‘IX=X—); 1);0+R(X) gdzie R(X):—sm(&x)x Pomijajagc reszte, ktora ,jest mata”

otrzymujemy nastepujace przyblizenie dla funkcji sin x w otoczeniu zera (X, =0):

. 1 1 1 1
sinx e Xx—=X}+=x" =x-=x> + —x".
3! 5! 6 120

To ile sktadnikéw wielomianu Taylora bedziemy brali do przyblizenia danej funkcji w zastosowaniach
zalezy od potrzebnej doktadnosci. Np. moze wystarczyé jeden lub dwa pierwsze:

- - 1 3
sinX = X, SIanX—gX.
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szereg Taylora)
A _
/\ y=sinx

0sf / y=x-—

/ 3

y

Rys. 1. Wykresy funkcji y = sin x oraz y = x — x3/3! na przedziale [-2, 2].

tatwo zauwazy¢ ogdélny wzdér na rozwiniecie funkcji sinus, w ktdrym wystepujg tylko nieparzysta
potegi wzgledem X:

Sinx=x— =3+ 1x6 - Ex7 4 iyt Ty (17)
3! S! 7! 9! 11!

Przyktad. Zapisa¢ wzér Taylora (13) dla funkcji f(x)=In(1+X) w otoczeniu x,=0. Poda¢ n=5

wyrazow rozwiniecia. Uogodlnic¢ na przypadek dowolnego N i zapisaé szereg Maclaurina.
Rozwigzanie: Zauwazmy, ze funkcja f(X)=In(1+X) jest okreélona dla X e (-1, ), wiec podane

rozwiniecie bedzie prawdziwe dla wszystkich x> —1. Podstawg jest oczywiscie znajomosc¢
pochodnej funkcji logarytm. Poniewaz (Inx)'=1/x, zatem

(6] (2) _ (3) _ (4) __ 1.2-3 (5) _1 2-3-4
00 = 1900 == 100 = o 1900 == 25 1y 23

czyli
fQ0)=1 f?0)=-1, F®0)=1.2, f®0)=-1-2-3, f®(0)=1-2-3-4.
Mozemy to przedstawic nastepujgco
f@) =01 f@0)=-1, f@0)=2!, f®0)=-3, ®0)=4,

skad wnioskujemy, ze ogélnie f®(0) = (-D*(k —1)!, wiec

k- D k-D! _(-1)*
f<k 0 = (¢ k=D _ |
)= ) =C )(k—l)!k k
Ostatecznie
n-1
|”(1+X)=X—1X2+1X3—1x4+lx5+...+—(_1) X" +
2 3 4 5 n

Przyktad. Podaé rozwiniecie Maclaurina dla funkcji f (x) =¢*.

Rozwigzanie: Musimy policzy¢é pochodne funkcji, co w tym przypadku jest tatwe, gdyz (€*) =e”.
Zatem f™(x)=e* dlan=0,12,..., wiec f™(0)=1. Wzdr Maclaurina (16) daje teraz
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eX:1+x+lx2+£x3+...+ ! X"t
217 3l (n—1)!

Przyktad. Rozwing¢ w szereg Taylora funkcje tangens wokét zera.
Rozwigzanie: dla f(X)=tgx mamy

1 2sin x 2(2 —c0s2x) 4(5-cos2x)sin x

f'(X)=——, F"(X)=——, 1"(X) = n , FOX) = 7 :
cos? X cos® X cos” x cos” x
in2 in? 16(2(3sin? x + 2¢os” x)sin? x +11(3sin? x + cos? x) )sin x
£ 6) () — 16+ 88sin >;+16$|n X 100 = (2 ) 7 ( ) |
cos® x cos’ x
FO(x)=...2
skad dlax=0

f(0)=0, f'(0)=1, f"(0)=0, f"(0)=2, f“(©0)=0, f®©0)=16, f®0)=0, f7(0)=272, ...
co daje

tgx=x+£x3+Ex5+&x7+R8 Cx+ i 2+ 200 (18)
3! 5! 7! 3 15 315

dla | x| < 7 /2. Zapis O(x®) oznacza, ze btad jest co najwyzej rzedu X°. May wiec

(19)

1 2 17
tgX e X+ =X+ —XxX"+—x'.
3 15 315

Uwaga. W przypadku funkcji tangens petne rozwiniecie w szereg Taylora nie ma juz tak prostej
postaci jak np. dla funkcji sin, cos, In czy exp. Ogdlna postac¢ rozwiniecia dla tangens (uogdlnienie
wzoru (18)) mozna wyrazi¢ przy pomocy tzw. liczb Bernoulliego (B,), ktére pojawiaja sie w innych
dziatach matematyki (teoria liczb, kombinatoryka, teoria rozwinie¢ asymptotycznych,...). Szereg
Maclaurina dla funkcji tangens zapisany przy pomocy liczb Bernoulliego ma postac

o 22 (22" _1)B
tgx=2(—1)”gxz”’1 dla - Z<x<Z (20)
k=1 (2n)! 2 2

Granice funkcji a szereg Taylora

Granice funkcji w punkcie mozemy oblicza¢ stosujgc rozwiniecie w szereg Taylora. Czasami jest to
wygodniejszy sposdb niz stosowanie reguty de L’Hopitala.

. xIn(L+ x?
Przyktad. Obliczy¢ granice |Im¥.
01+ %% -1

Rozwigzanie. Wida¢, ze jest to granica 0/0. Nie bedziemy stosowal reguty de L'Hopitala, ale
wykorzystamy rozwiniecia w szereg Taylora:

In(1+x):x—%x2+...

1 111 1 1
VI+X =1+ x4+ =S (==DX®+...=1+=X—=xX*+...
2 2!2(2 ) 2 8
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Podstawiajgc w pierwszym X — X°, aw drugim X — X otrzymamy
2 2 1 4
INL+x°)=x"—=x"+...

1+ %3 =1+%x3—%x6+...

Wyrazenia te wstawiamy do naszego przyktadu:

2 1 4
xIn(L+ x2) X(X "2 +j
lim XX iy

x—0 [1+X3 -1 X%01+1X3—1X6+,,.—1 x>0 4 1. ) x>0l 1 4
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