Metody Matematyczne w Inzynierii Materiatowej
Powtdrka (catkowanie funkcji wielu zmiennych)

Zadanie 1. Oblicz podane catki podwdjne. W kazdym z przypadkdow postaraj sie naszkicowac podzbior
ptaszczyzny, po ktérym catkujemy.

1) nyz(x— y)dxdy, gdzie Q={(x,y) e R*:1<x<3, x<y<x’}.
Q

2) jj%/@ dxdy, gdzie Q jest prostokatem o wierzchotkach A(1, 2), B(3, 2), €(3, 7), D(1, 7).
Q

) jJnyz

4) ”(x+y)dxdy, gdzie Q={(x,y) e R*:|x|+|y| < 1}.

dxdy, gdzie A={(x,y)eR:0<x<1, 0<y<+/x}.

5) J.J‘(x2+y2)dxdy, gdziea) Q={(x,y) e R*:|x|+|y|< 1}, b) Q@={(x,y) e R*: x* +y* < 1}.
Q

6) [[(x+y)dxdy, gdzie A jest tréjkatem o wierzchotkach A(L,2), B(5,5), C(2,7).
A

” Xy dxdy, gdzie Q jest gérng potowka elipsy —+ ZZ <1.

1012242

Odpowiedzi: 1) _W_JS? 348; 2) ( j (333 -1)(737 - 23/2); 3) —In2 4) 0; 5) % © 6)

Nlél

527 527 1615 1615 _ 5899 _ _61,4479; 7)0.
48 32 9
Wskazowka: Zastosowac zamiane zmiennych podobng do wspdtrzednych biegunowych: x = ar cos g,

y =brsing. W tym przypadku jakobian transformacji wynosi abr.

Zadanie 2. Obliczy¢ catke Iazﬂ 21 ~dxdy, gdzie obszar catkowania jest pierscieniem
X° +

zdefiniowanym nastepujaco A, ={(X, y)e]R2 x> +y? >a% x* +y® <R’} lle wynosi granica lim |_?

a—>0"

Jaka jest interpretacja dotyczgca objetosci odpowiedniej figury?

R
Odpowiedi: I, =27In—, lim 1, =+oo.
a a—>0"

Wskazdéwka: Zastosowac wspotrzedne biegunowe.

Zadanie 3. Obliczy¢ catki f (R) = H x* +y*dxdy, g(R)= U x* + y* dxdy, gdzie w obu przypadkach Q,
Qp Qg

jest kotem o promieniu R >0 isrodku (0,0). Poréwnaé przebieg zmiennosci obu funkcji, f(R) i g(R).

Czy funkcje przecinajg sie w jakims punkcie innym niz R=07?

Wskazéwka: W obu przypadkach nalezy wykorzystac¢ wspdtrzedne biegunowe. W drugim przypadku,
aby uproscic¢ catkowanie nalezy skorzystac z ponizszych wzoréw:

x* +y* =(rcosg)’ + (rsing)* =r*(cos* ¢ +sin* p) = r*((sin® ¢ + cos® p)* — 2sin® pcos’ p)
=r*(1* -1 (2sinpcosp)®) =r*(L—1isin® 2¢).

Catke Isinz dx najtatwiej obliczy¢ korzystajgc z tozsamosci sin® x = 2(1-cos2x).
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Odpowiedz: f(R)= % R, g(R) = % R®.

Zadanie 4. Obliczy¢ wartosc catki
| = J g™ dx,

stosujac wspodtrzedne biegunowe w catce podwadijnej

J'J‘ e Y dxdy.

2
R2

Obszar catkowania to R? =R, xR, ={(x,y) € R*: x, y>0}, czyli pierwsza ¢wiartka prostokgtnego
uktadu wspodtrzednych.

Odpowiedi: /7.
Zadanie 5. Oblicz objetos$¢ kuli o promieniu R dwoma sposobami:

i) Jako objetos¢ pod wykresem odpowiedniej funkcji (catka podwadjna).
i) Jako catke potrdjna z funkcji rownej 1: f(X,y,z) =1. Zastosowac do obliczenia catki
wspotrzedne sferyczne.

Zadanie 6. Obliczy¢ objetosc¢ elipsoidy o pétosiach a, b, ¢. Zastosowaé metode jak w Zadaniu 3, ii),

ale nieco zmodyfikowaé zamiane zmiennych (wspétrzedne sferyczne).
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