Metody Matematyczne w InZynierii Materiafowej — notatki do wyktadu
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

Rownania rozniczkowe zwyczajne liniowe rzedu drugiego
Rownaniem rézniczkowym zwyczajnym liniowym drugiego rzedu nazywamy réwnanie postaci
y'+p)y' +at)y = f (), (1)

gdzie p(t), q(t), f(t) sa danymifunkcjami. Réwnanie to, uzupetnione warunkami poczatkowymi

y(to) = Yo: y’(to) =Y (2)

tworzy zagadnienie poczatkowe (zagadnienie Cauchy’ego). Zauwazmy, ze w tym przypadku sg dwa
warunki poczatkowe (2): dla funkcji niewiadomej (y(t,) =Y,) oraz dla jej pochodnej (Y'(t,) =Y,). Jest to

zwigzane z faktem, ze rownanie (1) jest drugiego rzedu.
Gdy w réwnaniu (1) funkcja f(t) =0, to rdwnanie takie nazywamy jednorodnym. Gdy natomiast f (t) =0,
to rownanie nazywamy niejednorodnym.
Rownania liniowe rzedu drugiego stalych wspodtczynnikach
Szczegblnym przypadkiem jest sytuacja, gdy wspdtczynniki rownania (1) sg state

ay"+by'+cy=1f(t) (3)
gdzie a,b,ceR oraz a=0. Zauwazmy, ze stato$¢ wspdtczynnikéw dotyczy tylko wspdtczynnikow przy

funkcji niewiadomej i jej pochodnych. Aby rozwigzaé¢ réwnanie (3) najpierw rozwigzujemy wersje
jednorodna, tzn. pomijamy r(t):

ay"+by' +cy=0. (4)

Rownanie jednorodne (zero po prawej stronie) (4), ma witasnos¢ liniowosci w nastepujgcym sensie: jezeli
Y;, ¥, sa dowolnymi rozwigzaniami tego réwnania, to kazda suma y, + Y, oraziloczyn przez statg Cy, s
takze rozwigzaniami. Mozna to wyrazi¢ jedng wtasnoécia: kombinacja liniowa C,y, +C,y,, gdzie C,, C, sa
statymi, tez jest rozwigzaniem. tatwo to sprawdzié:

dodajemy

ayi’+by£+cylzo Smgmi a( //+ !I)+b( r+ /)+C( + )_0
ayg + by; + Cy2 — O yl y2 yl yZ yl y2 -

= a(y1 + yz)"+ b(yl + yz)' + C(y1 + yz) =0.
Jezeli ay,+by; +cy, =0, to

C(ay,+by; +cy,) =0 = aCy,+bCy; +cCy, =0 = a(Cy,)" +b(Cy)' +c(Cy,) =0,

zatem Cy, tez jest rozwigzaniem. Podsumowujac: a(C,y, +C,y,)" +b(C,y, +C,y,)" +¢c(C,y, +C,y,) =0.

Zatem jesli y,, Y, spetniaja réwnanie (3), to funkcja C,y, +C,Y, tez je spetnia.
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Réwnanie jednorodne. W przypadku, gdy w rownaniu (1) po prawej stronie f(t)=0, jak juz wiemy
rownanie nazywamy jednorodnym, czyli ma postac¢ rownania (4). Rozwigzania takiego rdwnania szukamy
w postaci wyktadniczej

y(t)=e", (5)

gdzie A jest nieznanym parametrem, ktéry moze by¢ tez liczbg zespolong. Zatem w ogélnosci A € C.
Po wstawieniu funkcji (5) do réwnania (3) i skorzystaniu ze réwnosci y' = Ae™, y" = A%™, otrzymujemy

al?e™ +bie™ +ce™ =0,
(at® +ba+c)e™ =0.

Stad wynika, ze parametr A musi spetnia¢ réwnanie algebraiczne:

lal? +bi+c=0. (6)

Rownanie (6) nazywamy réwnaniem charakterystycznym dla rdwnania rézniczkowego (3). Jak wiadomo

liczba pierwiastkdw réwnania (6) oraz ich typ zalezg od znaku wyréznika A =b®—4ac. Mamy trzy
przypadki.

1. Przypadek A > 0. Istnieja dwa pierwiastki rzeczywiste

—b+JA ﬂzz—b—\/;

2a ' 2a

A= (7)

Wtedy rozwigzanie ogdlne réwnanie (4) ma postac

y(t)=Ce™ +C,e” | (8)

2. Przypadek A =0. Teraz réwnanie charakterystyczne posiada tylko jeden pierwiastek
b
=%
Istnieje wiec w tym przypadku tylko jedno rozwigzanie postaci (5): Y, (t) =e™'. Okazuje sie, ze drugie
niezalezne rozwigzanie ma postac VY, (t) =te™, co mozna sprawdzi¢ przez bezpoéredni rachunek:
ay, +by, +cy, =
a(22,e™ +tAZe™ ) +b(e™ +tA,e™") +cte™ = (a(24, +tA7) +b(L+1t4,) +ct)e’ =

(@4Z +ba, +c)te™ +(2al, +b)e™ = O+(2a-;—b+bJe%t =0.
%,—/ a
0

W rachunku skorzystaliSmy z tego, ze Ao jest pierwiastkiem wielomianu charakterystycznego (6), zatem

al? +bA, +c=0. Rozwigzanie ogélne jest zatem w tym przypadku nastepujace

\ y(t) =C,e™" +C,te™ =(C, +C,t)e™ \ (9)
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3. Przypadek A<0. W tym przypadku pierwiastki wielomianu charakterystycznego sg liczbami
zespolonymi o czesci urojonej niezerowej. Dla A<0 mamy \/K:J—lAl =iyJ|A|eC. W szczegdlnosci

(wystarczy rozwazaé tylko jeden pierwiastek zespolony, gdyz drugi jest do niego sprzezony, bo
wspotczynniki rdwnania charakterystycznego byty rzeczywiste)

4o oriAl b Al

~——=a+if,
2a 2a 2a p

PN ESY

2a’ 2a

(10)
o=

Wyrazenie e mozemy rozpisac tak
et = el — g™ — g% (cos Bt +isin St).

Stad mozna wywnioskowad, ze czeéé rzeczywista, € cos Bt, oraz cze$¢ urojona, e”'sin Bt, s dwoma

niezaleznymi rozwigzaniami réwnania (3). Tak wiec ogdlne rozwigzanie jest ich kombinacjg liniowa

y(t) =C,e“ cos Bt + C,e” sin At = e (C, cos St + C, sin f3t), (11)

gdzie a=-b/2a, f=.[A|l2a.
Przyktad 1. Podac rozwigzanie ogélne réwnania

y"+2y' -3y =0.
Wielomian charakterystyczny ma postac

A*+22-3=0.

Wyréiznik A=22—-4.(-3)-1=4+12=16>0. Jest on dodatni, wiec s3 dwa pierwiastki dane wzorami (7).
Jest to Przypadek 1. Zatem

A=l A,=-3
a wiec rozwigzanie ogdlne réwnania ma postac
y(t)=Ce' +C,e™.
Przyktad 2. Znajdziemy rozwigzanie ogdlne rdwnania
y"+6y" +9y=0.
Wielomian charakterystyczny ma postac

A2+641+9=0.

Poniewaz A=6°-4-9.1=0, wiec mamy jeden pierwiastek /Iz—gz—& Jest to Przypadek 2.

Rozwigzanie ogdlne jest w tym przypadku kombinacjg dwdch funkcji: €™ oraz te™*, tak wiec
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y(t)=(C, +C,t)e™.
Przyktad 3. Podac rozwigzanie ogdlne réwnania
y'+y' +y=0.

Wielomian charakterystyczny A%+ A+1 ma wyréznik A=1°—-4=-3 ujemny. Jest to Przypadek 3.
Zgodnie ze wzorami (10) otrzymujemy

wiec rozwigzanie ogdlne wyrazone wzorem (11) ma w tym wypadku postac
y(t) =e2(C,sin 2t +C, cos 2t).

Przyktad 4. Podaj rozwigzanie problemu poczatkowego dla funkcji y = y(x)
y'+2y'+y=0, y(0)=-1 y'(0)=2.

W tym przypadku réwnanie charakterystyczne (6) ma posta¢ A°> +21+1=0, czyli (1+1)? =0. Stad jedynym
pierwiastkiem jest 4 =-1 (jest to pierwiastek podwdjny). Oznacza to, ze mamy nastepujgce dwa

niezalezne rozwigzania €™ oraz xe™*, skad ogdlne rozwigzanie ma postac
y(x) =(C, +C,x)e ™. (12)
Teraz wyznaczamy state C; i C; z warunkéw poczatkowych. Obliczmy najpierw pochodng
y'(x)= ((Cl +C,x)e” ) =(C,+Cx)e " +(C,+C,x)(e7) =C,e " +(C, +C,x)(—e ) =
(C,-C,—-C,x)e " =(-C,+(1-x)C,)e ™™
Teraz wstawiamy warunki poczatkowe:

y(0)=-1= (C,+C, -0)e®=-1,
y'(0)=2 = (-C,+(1-0)C,)e =2,

czyli liniowy uktad réwnan na state C;, C:

C +C,-0=-1,
-C,+C,=2.

Rozwigzaniem jest C, =—1, C, =1. Podstawimy do ogdlnego rozwigzania (12), co daje funkcje
y(x) = (-1+x)e™".

Réwnanie niejednorodne. Teraz przejdziemy do rozwigzywania réwnan niejednorodnych (liniowych
drugiego rzedu o statych wspdétczynnikach), czyli réwnan postaci

ay” +by’'+cy = f(x), (13)
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gdzie f jest dang funkcjg. Mozna udowodnié, ze rozwigzanie ogdlne réwnania (13) jest sumg dwoch

sktadnikéw: (i) rozwigzania ogdlnego rownania jednorodnego (czyli réwnania, w ktérym f (x) =0), (RORJ)

oraz (ii) dowolnego rozwigzania réwnania niejednorodnego, Y,,. Zatem

y(x) = Cy,(x)+C,y, () + Y, (%), (14)
RORJ rozwigzanie

szczeg6lne

gdzie y,(x), y,(x) sa niezaleznymi rozwigzaniami réwnania jednorodnego (4), a y,(x) jest jakimkolwiek

(tzw. szczegdlnym) rozwigzaniem petnego rownania niejednorodnego (13).

Jednym ze sposobdéw poszukiwania szczegdlnego rozwigzania réwnania (13) jest metoda uzmienniana
statych — podobna do analogicznej metody dla réownania liniowego pierwszego rzedu o dowolnych
(niekoniecznie statych) wspétczynnikach. Jednak w przypadku réwnania (1) na ogét prowadzi ona do dos¢
skomplikowanych rachunkéw. Z drugiej strony dla pewnych typowych funkcjach f(X) rozwigzanie
szczegblne mozna stosunkowo tatwo znalezé lub nawet odgadngé. Dalej s3 omdwione takie typowe
przypadki.

Prawa strona jest wielomianem: f(x)=a,+aXx+...+a,X".

Mamy wiec rownanie

ay"+by' +cy=a, +ax+...+ax", (15)
czyli

ad2y+bd_y+cy— +aXxX+...+ax"

dx* dx B T AXT A

w ktérym po prawej stronie wystepuje wielomian.

tatwo sie domysli¢, ze w tym przypadku rozwigzanie szczegdlne moze by¢ wielomianem (na ogét stopnia
n). Szukamy wiec rozwigzania szczegdlnego w postaci wielomianu

Y, (X) =, + g x+...+ X", (16)

o nieznanych na razie wspétczynnikach «,, &, ..., a,. Podstawiamy wiec powyzszg funkcje do (15), co
daje

alay +oX+...+a X")" +b(a, +ax+...+ . X") +c(a, + o X +...+ o, X")=a, +aX+...+a X",

a2a, +6azX +...+n(N =)o, X" ) +b(e + 20X +...+ N, X" ) + ¢, + X +...+, X") =

=a,+aX+...+aXx".
Poréwnujgc wspotczynniki przy tych samych potegach X otrzymamy uktad rownan liniowych (pamietajmy,
ze a, b, c sg dane):

ca, =a,,

ca, ,+bna, =a, ,,
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ktdry mozna rozwigza¢ bez problemu pod warunkiem, ze c¢=0. Natomiast gdy ¢=0, to szukamy

rozwigzania w nieco zmienionej postaci
Yo (X) = X(ap + X +...+ a, X"). (17)
Oznacza to, ze jezeli ¢ =0, to rozwigzania szczegdlnego szukamy w postaci wielomianu stopnia o jeden
wigkszego oraz z wyrazem wolnym zerowym: Y, (X) = X + o, X* +...+a, X"
Przyktad 5. Znalez¢ szczegdlne rozwigzanie rdwnania
y' =2y +y=x. (18)

Jest to réwnanie postaci (15) i wspotczynniki ¢ =1#0, dlatego rozwigzania szczegélnego szukamy w
postaci (16), tzn. wielomian takiego samego stopnia jaki wystepuje w rownaniu:

Y, (X) = a, + o, X+ a, X%
Zanim wstawimy te funkcje do rownania (18) policzmy pochodne:
Yo () = +ax+ %", Yy, (X) = oy +2a,%, Y5 (X) = 2a,.
Wstawiamy do (18) co daje

(2a,) — 2(a, + 2a,X) + (o + X + o, X%) = X2,

a, X’ + (o, — do) )X+ (e + 2a,) = X°,
skad po poréwnaniu wspétczynnikdéw obu wielomianéw mamy
a,=1
o, —4a,=0 » = a,=-2, o, =4, a, =1.
o, +2a,=0
Tak wiec rozwigzanie szczegdlne ma postac

Y, (X) = =2+ 4x+ X°.

Jednorodna cze$¢ rownania (18), to jest rownanie Y"—2y'=0 ma rdwnanie charakterystyczne
A? =24 =0, skad A4 =0, A, =2. Zatem rozwigzanie ogélne réwnania jednorodnego to C, +C,e”*. Tak

wiec ogdlne rozwigzanie petnego rownanie niejednorodnego ma postac:
y(X)=C, +Ce™ +x* +4x-2.
Przyktad 6. Znalez¢ szczegdlne rozwigzanie rdwnania
y' =2y =1+ X% (19)

Ten problem jest podobny do poprzedniego, ale tym razem c=0. Zatem szukamy szczegdlnego
rozwigzania w postaci (17)

Vo, (X) = X(ap + X + a,X?) = X + a X° + o, X (20)
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Po wstawieniu do (19) mamy

20, + 60, X — 2(aty + 20X + 30, X%) =1+ X2,

—6a,X* + (6ar, — 4o, )X + 2a, — 2ay =1+ X,

skad
0o, =1 3 1 1
e R e
Tak wiec rozwigzanie szczegdlne
31 1
ysz(x)z—E—Zx—Exz.

Prawa strona jest iloczynem wielomianu i funkcja wyktadniczej: f(x)=(a, +a,X+...+a,x")e"™.

Jest to funkcja postaci: (wielomian)-(funkcja wyktadnicza €”), gdzie y € R jest danym wspdtczynnikiem.

Mamy zatem réwnanie
ay"+by'+cy=(a, +ax+...+a,x")e’”. (212)
Rozwigzania szczegdlnego réwnania (21) szukamy w tym przypadku w formie
Yo (X) = €72(x),
co po zrdzniczkowaniu
y, =("z) =) z+e" 7 =ye” 2+ =" (yz+ 2'),
Yo =" (z+2)) =(")(yz+2)+e" (yz+2") =y (yz+2)+ " (y2'+7")
=e”(y*z+y7 +1%)
i wstawieniu do (21) daje
az"+(2ay +b)z' + (ay* +by +c)z=a, +a,x +...+a,x". (22)

Oznacza to, ze problem znalezienia szczegdlnego rozwigzania réwnania (21) w tym przypadku sprowadza
sie do rozwigzywania (wzgledem z =z(x)) réwnania (15), ktére jest tego samego typu co rozpatrywany
juz wczesniej przypadek. Pojawiajg sie trzy mozliwosci, ktére nalezy rozwazyé:

1) ay’+by+c=0,

2) ay’+by+c=0 oraz 2ay +b =0,

3) ay®+by+c=0 oraz 2ay +b=0.

Przyktad 7. Znajdz szczegdlne rozwigzanie réwnania
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yn_ yr_6 — (X—Z)esx.
Rozwigzania szukamy w postaci y(x) =€**z(X), co daje
2"+572'=-2+x

Poniewaz w tym przypadku c=0 (nie wystepuje wyraz zawierajacy samg funkcje z), wiec rozwigzanie

szczegblne bedzie miato postaé
z,, (x) = x(c, +C,X).
Przyktad 8. ZnajdzZ szczegdlne rozwigzanie réwnania
y' -y —6=(x-2)e*.
Rozwigzania szukamy w postaci y(x) =e*z(X), co daje
2"+52'=-2+x.
Poniewaz w tym przypadku ¢ =0 (nie wystepuje po lewej stronie wyraz zawierajacy sama funkcje z), wiec
rozwigzanie szczegélne bedzie miafo postaé z,, (X) = (&, + a,X) = X + a,X* :

20 +52, =2+X = (ogX+ X)) +5(apX + a,X*) = -2+ X
20, +5a, +10a,x = -2+ X = 2, +5a, =—2, 10a, =1

1
= Qy=——, o =—.
25 10
_ 3 1 2 . _ A3x _ 3 1 v2\A3X
Zatem 7, =—5 X+ X", wiec Y, (X) =77, (X) = (= X + 5 X°)e™".

Prawa strona — funkcja harmoniczna sinus lub kosinus: f(x) =Fsinwt lub f(x)=F coswt.

Jest to waziny przypadek w zastosowaniach, gdyz moze on opisywac¢ ukfad fizyczny podlegajacy
okresowemu (periodycznemu) odziatywaniu z zewnatrz. Na przyktad oscylator harmoniczny i zewnetrzna
sita harmoniczna (ale o czestotliwosci na ogdt innej niz wewnetrzna czestotliwos$é oscylatora). Mamy wiec
na przyktad réwnanie postaci

ay” +by’+cy =Fsinot. (23)
Zaczniemy od prostego przyktadu:
Przyktad 9. ZnaleZ¢ rozwigzanie szczegdlne rownania niejednorodnego
y'+afy = Fsinot, (24)
gdzie F e R oraz w,, ®>0 sa danymi parametrami.
Okazuje sie, ze wystepuja tu dwie istotnie rézne sytuacje: (i) @ # @,, (i) @ = o,.
Przypadek o # w,. Rozwigzania szczegdlnego szukamy w postaci Y, (t) = Asin @ t. Obliczamy

yL (t) = (Asinwt)' = Awcosmt, Y. (t) = (Awcoswt)' = —Aw’sin ot,
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i wstawiamy do rdwnania (23):

(—Ax’sinwt) + of (Asin wt) = Fsin wt,

A(-a* + o} )sinot = Fsinot,

F
skad A(—o® + a)oz) =F, czyli A=———, pod warunkiem, ze @ # @,. Rozwigzanie szczegdlne ma wigc
Wy — @

postaé

y, ()= sinot  (dla o+ a,). (25)

2

2
Wy — @

Zwréémy uwage na charakter tego rozwigzania. Mianowicie, amplituda F/(@} —®°) roénie do
nieskoficzonosci, gdy @ — w,. Jezeli przyjmiemy, ze @, jest czestotliwosciq wtasng uktadu opisanego
rownaniem (24), a sktadnik Fsinwt oznacza zewnetrzny czynnik wptywajgcy na uktad (np. sita), wtedy

rozwigzanie (25) mozemy interpretowac w ten sposob: gdy czestotliwos¢ czynnika zewnetrznego o zbliza
sie do czestotliwosci wtasnej uktadu @,, to amplituda uktadu gwattownie wzrasta (rezonans).

Petne rozwigzanie rdwnania (24) otrzymamy dodajgc ogdlne rozwigzanie réwnania jednorodnego
y'+aly =0,

ktére ma dwa rozwigzania podstawowe: sin @,t, cosa,t. Zatem ogdlne rozwigzanie réwnania (24) w

przypadku, gdy @ # @, ma postac

. Foo.
y(t) = C,sina,t + C, cos ot + ———sin wt. (26)
Wy — O

Przypadek o = w,. Rozwiagzanie szczegdlne (25) jest poprawne, gdy @ # @,. Natomiast dla @ = @, musimy
szuka¢ innego rozwigzania szczegdlnego. Rdwnanie (24) ma teraz postac (po obu stronach wystepuje ta
sama czestotliwos¢ mo):

Y +afy=Fsinot. (27)
Rozwigzania szczegdlnego szukamy w formie
Y, (t) = Atsin(ayt — 5 7) = Atcos mgt. (28)
Obliczamy pochodne:

y. = (Atcosmy,t)’ = Acos w,t — Am,tsin g,
y! =—Aa, Sin wyt — Aa, Sin wyt — Aw?tcos wt = —2 Am, sin wt — Aw?tcos ayt,

i wstawiamy do (27):
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y'+aly=Fsinw,t,
—2Am, sin wt — Awltcos wyt + Awlt cos mgt = F sin ayt,
—2Aw,sinat =Fsinat = —2Aw, =F,

skad A=—F /(2w,). Szczegdlne rozwigzanie w tym przypadku wynosi wigc

Yo, (t):—%tcos%t (dla @ =a). (29)
0

Dodajac ogdélne rozwigzanie réwnania jednorodnego otrzymamy petne rozwigzanie rownania (27)

. F ..
y(t)=C, sina,t +C, cosa)ot—z—wotsm wt. (30)

W ogdlnym przypadku réwnania niejednorodnego
ay”+by'+cy =Fsinwt (31)

aby znalez¢ szczegdblne rozwigzanie spodziewamy sie, ze bedzie ono podobne do tego co jest w powyzszym
przyktadzie. To sugeruje postac Y, (t) = Asinwt. Niestety, na skutek wystepowania sktadnika by’ takie

rozwigzanie szczegélne nie istnieje. Nalezy je zmodyfikowac¢ dodajgc przesuniecie fazowe 9
Yy, (t) = Asin(ot + 9). (32)
Obliczamy pochodne
y. (t) = (Asin(wt + )’ = Awcos(wt +9), Y. (t) = (Awcos(wt + ) = —Aw’ sin(ot + 9),
rozwijamy
cos(wt + ) =coswtcosd—sinwtsin G, sin(wt + ) =sin wtcos 3+ cos wtsin S
i wstawiamy do (31)

a(—Aa’ (sin ot cos 9+ cos wtsin 9) ) + b ( Aw(cos wt cos 9 —sin etsin 9) )

+CA(sin wtcos 9+ cos wtsin §) = Fsin o,
co po uporzagdkowaniu daje
a(—Aw’ (sin @t cos 9+ cos wtsin 9) )+ b( Am(cos wtcos 9 —sin wtsin 9))
+CA(sin wtcos 3+ cos wtsin 9) = F sin wt,
A((-aw’ +c)cos $-bwsin 9)sin ot + A((-aw” +c)sin 9 +bwcos $)cos ot = Fsinwt,
Ostatnia rdwnos¢ ma byc spetniona dla kazdego t, zatem musi zachodzic:

A((-ae’ +c)cos 9 —bwsin 9) = F, A((-aw’ +c)sin 9 +bacosd)=0.

Poniewaz szukamy rozwigzania niezerowego, wiec A= 0, zatem z powyzszych réwnosci mamy uktad
réwnannna Ai 9:
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(—aa)2+c)cosl9—ba)sin19=% oraz (—aw’ +c)sin$+bwcos3=0.

Nie jest to ukfad liniowy wzgledem 9, ale dos¢ tatwo mozna otrzymac¢ amplitude A (przesuniecia
fazowego 9 nie bedziemy wylicza¢). W tym celu podnosimy oba réwnania do kwadratu i dodajemy

stronami:
2
(—aw?® +c)*cos® 3 — 2(—aw’ + Cc)bwcos §sin 9 + (bw)® sin® § = L F?
A2 = (—aa)2 + C)2 + (b(())2 = ?,
(—aw® +c)’sin® 9 + 2(—aw® + c)bwsin 9cos § + (bw)? cos® $ =0

skad ostatecznie obliczamy amplitude, ktdra zalezy od czestotliwosci wymuszajgcej w:

|F|

Alw) = 2 2 2’
J(aw? +c)? + (bw)

(33)

Zauwaimy, 7Ze rozwigzanie szczegblne z amplitudg dang wzorem (33) jest zawsze poprawne pod
warunkiem, ze b= 0. W mianowniku jest suma dwdch kwadratéw. Nie musimy wtedy rozwazaé dwdch
przypadkéw jak dla réwnania z (24) (Przyktadu 9) w zaleznosci od czestotliwosci w. Mozemy to
interpretowac tak: gdy wystepuje ttumienie (sktadnik by’), to amplituda rezonansowa nie rosnie do

nieskoriczonosci (ta jak mamy we wzorze (26) dla @ — @, lub we wzorze (30) dla t — ).

Podsumowujac, ogdlne rozwigzanie réwnania (31) przy zatozeniu b = 0 ma postaé

|F |

y(t) = Clyl(t) + Czyz (t) +
J(aw? +¢)? + (bw)?

ogolne rozw. row.
jednorodnego

sin(ot +9), (34)

gdzie czes¢ Cy,(t) + C,y,(t) jest rozwigzaniem réwnania ay”+by’+cy =0. Rozwigzanie (34) jest tez
poprawne dla b=0, ale czestotliwos¢ wymuszajgca musi by¢ rézna od czestotliwosci wihasnej:

o* # o, =cla. W przypadku b=0 i ®° =@ =c/a mamy jednak rozwigzanie w postaci (29).
Przyktad 10. Podac ogdlne rozwigzanie réwnania

y"+2y"+ 3y =10sin(wt),
oraz znalezé wartos$¢ w, dla ktérej amplituda rozwigzania bedzie najwieksza (rezonans).

Rozwigzanie czesci jednorodnej: A% +24+3=0, A,=-1% iN2, czyli

Yorr (1) =€ (C, COS(+/3t) + C, sin(+/31)).
Szczegdlne rozwigzanie petnego réwnania szukamy w postaci Asinwt, co prowadzi do (34) dla F =10,

a=1 b=2, ¢c=3:

10

y(t) = e (C, cos(+/3t) + C, sin(~/3t)) +
J(a? +3) + 2w)?

sin(wt + 9).




Metody Matematyczne w InZynierii Materiafowej — notatki do wyktadu
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

Amplituda A(a))zlol\/(—a}2 +3)* +(2w)* jest najwieksza, gdy mianownik jest najmniejszy. Szukamy

wiec minimum funkgji (—” +3)? + (2w)?. Rozwijajac to wyrazenie mamy
(0 +3)" + 2w)* = (0°)* —60° + 9+ 40* = (0*)* — 200" +9.

Jest to funkcja kwadratowe wzgledem s=w”: s —25+9. Po zrdzniczkowaniu mamy réwnanie na
minimum: 2s—-2=0, s=1. Stad w=1. Tak wiec dla czestotliwosci wymuszajagcej w =1 rozwigzanie ma

najwiekszg amplitude

y(t)=e"(C, cos(\/§t) +C, sin(\/§t)) + %sin(t +9).
Przykiad 11. Znalez¢ rozwigzanie problemu poczgtkowego
y"+3y =5sin(/3t), y(0)=2, y'(0)=-1. (35)

Ogolne rozwigzanie czesci jednorodnej, y"+3y=0, to C;sin J3t +C, cos+/3t (por. (8)). Ponadto,
czestotliwosé¢ wrasna @ =3 = @, = J3, a czestotliwo$¢ zewnetrzna (czton 55in(\/§t)) jest taka sama:
w=+/3. Tak wiec rozwigzanie szczegélne jest postaci Yy, (t) = At COS(\/§'[) (por. Przypadek o= w,, réw.
(27) i (28)). To prowadzi do amplitudy A=—-F / (2w,) =-5/ 243 (wzér (29)), czyli

ysz (t) = _%t COS(\/§t)'

Ve

Petne rozwigzanie réwnania wynosi zatem

y(t) = C,sin~/3t + C, cos+/3t - 2—53t cos(~/3t).

Ve

Pochodna

') = C. (si / 5
y'(t) = C,(sin+/3t)’ + C,(cos/3t) 5 (tcos(+/3t))

= Clx/éCOS \/§t —-C,sin \/5 - % (cos(\/§t) - t\/§sin(\/§t)).

Wstawiamy teraz warunki poczatkowe:

y(0) =C,sin(v/3-0) + C, cos(~/3-0) — S . cos((+/3-0)) =2,

243
y'(0) = C,\3cos(v/3 -0) ~ C,sin(43 -0)—%@%(@ 0)-0-3sin(x/3-0)) =1,
skad
C,=2, clf—iz—l = C,=2, Clzw.

23 6
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Ostatecznie

y(t) = 5_2\/§sin«/§t+2cos\/§t—2—:tcos(\/§t). (36)

B

6

Jezeli wspdtczynniki powyzszego rozwigzania przyblizymy liczbami wymiernymi, to otrzymamy przyblizong

postac (ale bardziej czytelng):

y(t) =

0,26sin(1, 73t) + 2cos(l, 73t) —1,44tcos(l, 73t).

Rys. 1. Wykres rozwigzania réwnania (35) dla t<[0, 21]. Postac analityczna rozwigzania dana jest wzorem
(36). Zauwazmy, ze rozwigzanie ma charakter oscylacji o amplitudach rosnacych nieograniczenie z

Cczasem.

Wahadlo matematyczne

-mg sing ”\\

mg

Leyoe o e ey

Mate ciato o masie m zawieszone
na sztywnej lince lub precie.
Masa linki (preta) jest pomijalna.

Rozwazamy wahadfo matematyczne w osrodku stawiajgcym opor. Jezeli
@(t) oznacza kat wychylenia (liczony wzgledem pionu), to z rysunku wida¢,
ze w kierunku stycznym do toru (ktory jest okregiem o promieniu () dziatajg
dwie sity: —mg/sing (sktadowa w kierunku stycznym sity ciezkosci —mg )
oraz —kuv (sita oporu os$rodka — zaktadamy, ze jest proporcjonalna do
predkosci i oczywiscie przeciwnie skierowana). Poniewaz przyspieszenie
styczne a, =/(¢", a predko$¢ styczna v="»¢', to z Il zasady dynamiki
Newtona otrzymujemy réwnanie ruchu mle" = —kl¢@'—mgsing, gdzie:
m—masa kulki, ¢— dtugos¢ linki (preta), k — wspotczynnik oporu osrodka,
g — przyspieszenie grawitacyjne (dla Ziemi g ~9,81 m/s*). Wprowadzajac

oznaczenia a=k/m, @’ =g/( otrzymamy ¢" =—a¢' —w’sing, czyli

Q" +ap +w’sing=0. (37)
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W typowych z fizyki lub mechaniki pochodng wzgledem czasu zazwyczaj oznacza sie kropka. Dlatego
rownanie wahadta (37) bedzie tam zapisane tak

p+oap+o’sing=0
lub

2
d (zp+ad—¢+a)zsinq)=0.
dt dt

Niewiadoma jest tutaj funkcja ¢ = ¢(t). Rdwnanie (37) jest drugiego rzedu i troche przypomina ogdlne
rownanie rozniczkowe liniowe drugiego rzedu (1) lub (4), ale z istotng rdzinicg: ze wzgledu na
wystepowanie cztonu @”sing nie jest to réwnanie liniowe! Okazuje sie, ze rozwigzania tego réwnania nie

mozna wyrazi¢ przy pomocy funkcji elementarnych. Nawet gdy rozwazamy wahadto w osrodku bez oporu,
tzn. dla k =0, kiedy rownie ruchu przyjmuje postaé

"+’ sing =0, (38)

to rozwigzanie nie wyraza sie funkcjami elementarnymi. Oczywiscie istniejg ,wzory” na rozwigzanie
rownania (37) lub (38), na przyktad przy pomocy tzw. catek eliptycznych, szeregéw potegowych lub
trygonometrycznych. Mozna tez oczywiscie rozwigzywac te réwnania numerycznie.

Z drugiej strony czesto zastosowania problemu wahadta (i podobnych) prowadzg do sytuacji, kiedy
wychylenie z potozenia rownowagi jest ,,mate”. Wtedy mozna wykorzystaé przyblizenie wynikajace z tego,
ze dla dostatecznie matych ¢ zachodzi sing ~ ¢. Jak pamietamy z rozwiniecie Tylora funkcji sinus

S|n¢)=¢)—§¢) +§¢7 — ...

wiec odrzucajgc sktadniku wyzszych rzedéw mozemy sie spodziewa¢ dobrego przyblizenia dla ¢ — 0.

Stosujac to przyblizenie, réwnanie (37) ulegnie linearyzacji:
Q" +ap +w°p=0. (39)

Takie réwnanie jest juz réwnaniem liniowym jednorodnym o statych wspoétczynnikach i bez problemu
mozna podad jego rozwigzania przy pomocy elementarnych wzoréw.

Przyktad. Podaé ogdlne rozwigzanie ruchu wahadta bez oporu w przyblizeniu matych drgan. Jaki jest okres
oscylacji takiego wahadta i czy zalezy on od amplitudy?

Przypomnijmy, ze réwnanie bez oporu (38) ma posta¢ @" +@’sing =0, gdzie w=./g/ (. Dla matych

wychylen (sing = @), mamy wiec
Q"+ 0°p=0. (40)

Rownanie charakterystyczne ma postac
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z pierwiastkami A =ziw. Ze wzoréow (10) mamy a =0, f=w. Na podstawie (11) otrzymujemy
rozwigzanie ogélne

p(t) =C,sinwt +C, coswt. (41)

W konkretnej sytuacji state C1, C; sg okreslone prze warunki poczatkowe (poczatkowe wychylenie oraz
poczatkowa predkosc). Ale z postaci rozwigzania (41) widaé, ze niezaleznie od wartosci statych (z
wyjatkiem Ci= Co=0, ale wtedy mamy spoczynek) jest ono zawsze okresowe Okres wyznaczamy wiedzac,
ze funkcje sinus i cosinus maja okres 21

P(t+T)=p(t) < sin(o(t+T)) =sin(wt), cos(aw(t+T))=—cos(wt),
sin(wt + @T ) =sin(wt), cos(wt + wT) =cos(wt) = ol =27

_or |9
T= 271\/;. (43)

jest niezalezny od warunkéw poczatkowych. Niezaleznie od amplitudy, predkosci poczatkowej czy

(42)

czyli T =27 | w. Tak wiec okres wahan

poczatkowego wychylenia zawsze wahadto zlinearyzowane wykonuje oscyluje z tym samym okresem.

Zauwazmy tez, ze aby rozwigza¢ rownanie (40) nie musimy wykorzystywaé wczesnie rozwinietej teorii.

"

Wystarczy zauwazyé, ze réwnanie ¢"+w’p=0, czyli ¢"=-w’p to pytanie o funkcje, ktéra po

dwukrotnym zrézniczkowaniu daje to samo, ale ze znakiem przeciwnym. Oczywiscie wiemy, ze taka
wtasnos¢ majg funkcje sinus i cosinus:

(sint)" = (cost)’ = —sint, (cost)” =(-sint)’ =—cost.

Zatem funkcje sin(t) i cos(t) spetniaja réwnanie ¢@” = —¢. Aby spetniaty réwnanie ¢" =—w’p wystarczy

zamiast zmieni¢ argument na @t :

(sinwt)" = (wcosmt)’ =—-w’sinwt, (Cosawt)” = (-wsinwt)’ = —cos wt.



