Metody Matematyczne w InZynierii Materiafowej - notatki do wykfadu
Wstep do ODE

Wprowadzenie

DEFINICIA. Rdwnaniem rézniczkowym zwyczajnym rzedu pierwszego nazywamy rownanie postaci

y'=f(xy),

(1)

gdzie f :RxR >U — R jest dang funkcjg. Rozwigzaniem réwnania (1) nazywamy kazdg funkcje

¢:R > (a,b) > R, ktdra jest rézniczkowalna i spetniania rownosé

o'(X)=f(x,0(x)) dla xe(a,b).

Rozwigzanie bedziemy oznaczac takze symbolem y = y(X), wiec powyzszy warunek zapiszemy jako

y'(x)= f(x,y(x)) dla xe(a,b).

Pochodng oznacza sie rowniez symbolem %, a rownanie (1) zapiszemy wtedy w postaci

dy
— = f(x,y).
i (x,Y)

Rownania rézniczkowe zwyczajne rdinig sie od rdéwnan rdézniczkowych czgstkowych tym, ze

niewiadoma funkcja jest funkcjg tylko jednej zmiennej (na ogdt rzeczywistej — ale wystepujg tez

rownania o argumencie zespolonym). Zazwyczaj zmienng niezalezng oznaczamy symbolem X, tak jak

w definicji (1), ale w zastosowaniach czesto opisujemy rownaniami rézniczkowymi procesy zalezne od

czasu (np. kinetyka chemiczna), i wtedy naturalne jest uzywaé t zamiast X. co oczywiscie sugeruje

interpretacje tej zmiennej jako czasu. Wtedy réwnanie bedzie miato postac

y'=f(t,y) lub %: f(t,y),

gdzie oczywiscie funkcja niewiadoma bedzie oznaczana przez y = y(t).
Czasami zamiast niewiadomej funkcji y(t) uzywa sie x(t), wiec zamiast (1) bedziemy pisac
x'= f(t,x).

Przyktad 1. Rownanie, w ktérym prawa strona f (X, y) =X+ Y, czyli rwnanie rézniczkowe

zwyczajne
y' =X+Y,
ma na przyktad rozwigzanie y(X) =e* —x—1. Przekonujemy sie o tym przez podstawienie

y'(x)=("-x-1)"=e"-1
fOCY(X)=x+y(X)=x+e*—x-1=e" -1,

(3)

(4)

zatem Y'(X) = f (X, y(X)) dla kazdego x € R. Wida¢, ze w tym przypadku funkcja y(x) =€ —x -1,

ktdra jest rozwigzaniem, jest okreslona na catej osi rzeczywistej, X € R. Zobaczymy dalej, ze nie zawsze

tak musi by¢.

Podane rozwigzanie nie jest jedyne, gdyz na przyktad funkcja yl(x) = —X—1 tez spetnia réwnanie (4)
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yi(x) =(-x-1)"=-1,
oraz = Y/ (X)=x+y,(x) dla xeR.
X+y,(X)=x+(-x-1)=-1

Tak naprawde mamy tu catg rodzine funkcji, ktdre sg rozwigzaniami réwnania (4), gdyz kazda funkcja
postaci

y(x)=Ce* —x-1, (5)
gdzie C € R jest dowolng statg rzeczywistg jest rozwigzaniem rownania (4).
Przyktad 2. Rozwazmy nastepujgce réwnanie rézniczkowe zwyczajne
y'=y*. (6)

Jak wida¢ prawa strona tego réwnania, czyli f(x,y)=y® jest bardzo ,gtadka” funkcjg (posiada

pochodne wzgledem X i y dowolnego rzedu) i jest okre$lona dla wszystkich argumentéw (X, y) € R%.

Przyktadowym rozwigzaniem jest funkcja y(x) = ﬁ Sprawdzamy to przez podstawienie

T N N
y(x)_(l—xj B (1—x)2( 1)_(1—x)2’

2 1Y 1
(y(0) =[1_tj s

czyli y'(x) = y*(x). Zauwazmy jednak, ze rozwigzanie jest okre$lone na odcinku (—o0, 1) (lub na

odcinku (1, ) ). W ogdlnym przypadku rozwigzanie réwnania (6) ma postac

1
y(X):a,

i jest okre$lone na odcinku (—0,C) lub (C, =), a C jest dowolng stata.

Podane przyktady pokazujg, ze samo réwnanie rézniczkowe zwyczajne (1) nie gwarantuje istnienia
tylko jednej funkcji, ktora jest rozwigzaniem (jednoznacznosci). Aby mozna byto oczekiwaé takiej
jednoznacznosci, musimy wprowadzi¢ jeszcze jakis$ dodatkowy warunek, ktdry musi spetniac
rozwigzanie. Okazuje sie, ze dla rownania postaci (1) takim warunkiem jest zgdanie, aby rozwigzanie
przyjmowato zadang warto$¢ w wybranym punkcie X = X,. Prowadzi nas to do pojecia warunku

poczqtkowego dla réwnania rozniczkowego zwyczajnego (1).
DEFINICIA. Warunek postaci

y(Xo) =Yo: (7)
gdzie X, €R, Yy, €R sg zadanymi liczbami takimi, ze (X,,Y,) €U =dom f nazywamy warunkiem
poczqgtkowym (warunkiem Cauchy’ego).

Zagadnienie poczatkowe dla réwnania rdzniczkowego zwyczajnego (zagadnienie Cauchy’ego)
zapisywane symbolicznie nastepujgco
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!= f , ,
{y (xY) )

y(xo) = Yo
oznacza, ze szukana funkcja y = y(X) ma spetnia¢ réwnanie y' = f (X, y) iwarunek poczatkowy (7).
Przykiad 3. Jakie jest rozwigzanie nastepujgcego zagadnienia Cauchy’ego

{y' - (9)
y(0) =2.

Sprawdzamy przez podstawienie, ze rozwigzaniem réwnania Y = XYy jest dowolna funkcja postaci
y(x) =Ce?", Aby byt spetniony warunek poczatkowy y(0) =2 musi zachodzi¢ Ce® =2, czyli C =2.

Tak wiec rozwigzaniem zagadnienia Cauchy’ego (9) jest funkcja y(x) = 26"

Oczywiscie to, ze funkcja y(x) =2e" jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego (9) nie oznacza
jeszcze, ze nie istniejg jakies inne funkcje, ktore sg rozwigzaniem tego problemu. Ponizszy przyktad

ilustruje, ze zagadnienie Cauchy’eago (8) moze miec wiele rozwigzan (niejednoznacznosc).

Przyktad 4. Rozwazmy nastepujacy problem poczatkowy Cauchy’ego

r_ i
y(0)=0.
Wida¢, ze funkcja tozsamosciowo réwna zero, Y,(X) =0 dla kazdego x € R, spetnia to réwnanie oraz

warunek poczatkowy. Ale takze funkcja y,(X) = %X3 jest rozwigzaniem zagadnienia (10), gdyz

3

3 Lo S 650 I VI WP
yz(X)—27X 9X oraz (Y,(x)) (27j 9(X) 9X = Y,(X)=(y,(X)?,

oraz warunek poczatkowy Y,(0)=1-02°=0. Funkcje Y,(X)=0, y,(x)=1x’ s3 réine (i to w
dowolnym otoczeniu punktu X, =0), tak wiec rozwigzanie problemu (10) nie jest jednoznaczne!

Wykresy tych dwdch rozwigzan pokazano na Rys. 1.

Y
0.15¢
Ya(x)
0.10 +
0.05
-1.0 -05 0.5 1.0 15 20

Rys. 1. Wykresy dwéch przyktadowych réznych rozwigzan zagadnienia poczatkowego (10).
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Jezeli jednak funkcja f = f(x,y) spetnia pewne dos¢ ogdlne zatozenia, to problem (8) ma rozwigzanie

— i to doktadnie jedno.

Przyktad 5. Rozwazamy réwnanie rézniczkowe
y' =t*+3y. (11)

W tym przypadku argument niewiadomej jest oznaczony symbolem t, zatem niewiadoma jest funkcja
y = y(t). Rozwigzaniem tego réwnania jest funkcja

1, 2, 2
t)=Ce* —=t* —=t——,
ye) 3 9 27

co fatwo sprawdzamy

2. 2
"t)=3Ce* - Zt-=,
y'(t) 3175

t2+3y(t):t2+3[Ce3t—ltz—gt—i =t2+3Ce3‘—tz—gt—g:SCeS‘—gt—g
3 9 27 3 9 3 9

= y'(t) =t* +3y(t).
Gdybysmy zamiast tylko ogélnego problemy (11) rozwazali zagadnienie poczatkowe
'=1% + 3y,
{y y 12)
y) =4,
to wyliczymy statg C = 122—75e"3, co po wstawieniu do ogdlnego rozwigzanie daje

Lo *th e 2 2
3 9 27

y(t) =
Metoda rozdzielania zmiennych
Rownanie rézniczkowe postaci
y'=f(x)a(y) (13)

nazywamy réwnaniem o rozdzielonych zmiennych. Okazuje sie, ze analityczne rozwigzywanie tego
rownania sprowadza sie do obliczania odpowiednich catek. Symbolicznie mozemy postepowanie
prowadzgce do rozwigzania zapisac tak

d—izf(x)g(y) = dy=f(g(y)d = %—f(x)dx

d
jg() jf(x)dx+c lub j jf(s)ds

g(y)

Obliczajac catki I%, jf(x)dx uzyskujemy rozwigzanie y=Yy(x) w postaci uwikfanej. Czasami
aly

mozemy obliczy¢ te catki i ,rozwikta¢” odpowiednig réwnos¢ uzyskujgc rozwigzanie w postaci jawnej.
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Przyktad 6. Rozwigzaé réwnanie y'=(sinx)y’. Jest to réwnanie o rozdzielonych zmiennych.

Postepujemy jak powyzej
d .
Y (sinx)y?,
dx

d—gzsin x dx,

d .
J'—g = Ism xdx,
y
co daje réwnos¢ —— =—cos x + C, wiec ogdlne rozwigzanie ma postac

X) = ——,
v cosx+C

gdzie C jest dowolng stata.

Gdybysmy mieli do rozwigzania zagadnienie poczatkowe

' H 2
=(sinx)y*,
{y (sinx)y (1)
y(0) =2,
to tylko musimy jeszcze wyliczy¢ statg C z warunku y(0) = 2,
1 1
O)=—=2 = C=—-.
v cos0+C 2
Rozwigzaniem jest wiec funkcja
1 2
y(x) =

Cosx—1/2 2cosx—1

Zauwazmy ponadto, ze najwiekszym przedziatem na ktérym jest okreslone to rozwigzanie jest przedziat
(a, b) = (=%, ). Wybralismy ten przedziat jako dziedzine rozwiazania, gdyz musi on zawiera¢ warunek

poczatkowy X, =0. Zatem rozwiqzaniem wysyconym zagadnienia (14) jest funkcja

(Z, 53X ——— €
y:(=5.9) 2cosx—1
Przyktad 7. Rozwigzaé problem Cauchy’ego
,  X+2
y+1’
y(0)=2.

Rozwigzanie:

’=ﬂ=XLZ = (y+1dy=(x+2)dx, J'(y+1)dy=_|.(x+2)dx,
dx y+1



Metody Matematyczne w InZynierii Materiafowej - notatki do wykfadu
Wstep do ODE

zatem 1y’ +y=1x"+2x+C. Wartoé¢ statej catkowania C obliczymy z warunku poczatkowego
y(0) =2. Skad mamy: %22 +2=%02 +2-0+C, czyli C=4. W ten sposéb uzyskujemy rozwigzanie

y = Y(X) w postaci uwiktanej:

%y2+y:1x2+2x+4.

W tym konkretnym przypadku nie ma problemu z rozwigzaniem (,rozwiktaniem”) tej zaleznosci
wzgledem y, gdyz jest to proste rownanie kwadratowe na y(X):

1., 1.,

—Y +y=—X"+2x+4]-2

SY tY=5 |

Yy’ +2y—x* —4x-8=0,
A=4-4(—x? —4x—8) =4X? +16X+36, A =24/x* +4x+9,

skad

_ 2

y,(X) = 2+2 X2+4X+9=—1+\/x2+4x+9,
i, 2

v,(x) = 2— 24X +4x+9=_1_ YT

2

Z tych dwdch funkcji tylko pierwsza spetnia warunek poczatkowy y(0) =2. Tak wiec rozwigzaniem

problemu jest

y(X) =—1+/X* +4x+9.

Zauwazmy tez, ze dziedzing tej funkcji jest caty zbior R, gdyz wyrazenie pod pierwiastkiem jest
dodatnie dla kazdego x € R.

Przyktad 8. Rozwigzad rownanie rézniczkowe

y!:X 1+y2’
X

lim y(x) =—oo.

x—1"

Nie jest to typowy problem poczatkowy, gdyz dodatkowy warunek zostat sformutowany w postaci
zadania, aby granica rozwigzania w 1 wynosita —oo.

Tak wiec szukana funkcja zalezy od X, tj. Y= Yy(X) musi spetnia¢ podane wyzej dwa warunki.

Zauwazmy tez, ze scisle rzecz biorgc nie jest to problem Cauchy’ego, ale z zapisu problemu mozna
jednoznacznie wnioskowac jakie zaleznosci musi spetniaé rozwigzanie.

Rozwigzanie: Stosujac rozdzielanie zmiennych mamy

dy y =
dx  x L4y
dy _%:}J. dy

dx
—= —z.[—+const.
yyl+y? X yyl+y? © X
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Poniewaz jizln l+ l+i2 +const, zatem In l+ 1+i2 =Inx+const, co mozna
Y1+ y? y Vv y \
przepisac tak
1+ ’1+i2=Cx.
y y

Z warunku poczatkowego Y(1")=—oo znajdujemy stat catkowania C =1, co prowadzi do

l+ /1+i2:x.
y y

w postaci uwiktanej. W tym przypadku potrafimy rozwigzaé je wzgledem Yy i ostatecznie otrzymamy

rozwigzania

2X
x* —

y(x) = dla x>1. (15)

Rownania rozniczkowe zwyczajne liniowe (pierwszego rzedu)

DEFINICJIA. Rownanie rézniczkowe zwyczajne postaci
y'+p(X¥)y =a(x), (16)

gdzie p(X) i q(x) sg danymifunkcjamidla X € (a, b), nazywa sie réwnaniem rézniczkowym liniowym

pierwszego rzedu. Jezeli q(x) =0, to réwnanie nazywamy rownaniem liniowym jednorodnym.

Jednym ze sposobéw rozwigzywania réwnania (16) jest metoda uzmienniania stafej. Zaczynamy od
rozwigzywania rownania jednorodnego (tzn. opuszczamy w réwnaniu (16) funkcje g(x)).

y'=-p(x)y,
czyli
dy B
ﬂ =—p(x)dx,
y

skad Iﬂ = —_[ p(x)dx, Iny= —j p(x)dx + const, czyli
y

—jp(x)dx

y(x)=Ce (17)

Teraz traktujemy statg C tak, jakby to byta funkcja (,uzmiennienie statej”) i poszukujemy
jakiegokolwiek (czyli tzw. szczegdlnego) rozwigzania rownania niejednorodnego, tzn. szukamy
dowolnego rozwigzania réwnania (16), ktére ma w postaé

—J'p(x)dx

Y., (X) =C(x)e (18)
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Powszechnie uzywa sie okreslenia — rozwigzanie szczegdlne, stad indeks ,sz”. Podstawiamy funkcje
(18) do (16), co prowadzi do réwnania na C(X). Po wyznaczeniu rozwigzania szczegdlnego: dodajemy

dwa rozwigzania: ogdlne (réwnania jednorodnego) oraz szczegdlne (rdwnania niejednorodnego).
Okazuje sie, ze ta suma jest petnym rozwigzaniem réwnania liniowego (16)

Przyktad 9. ZnaleZ¢ rozwigzanie ogdlne réwnania rézniczkowego
2.
y' +Xy = e “sinx. (19)

Najpierw rozwigzujemy réwnanie jednorodne Yy’ = —Xy, co daje

y(X) = ce " —ce ¥, (20)

_1y2
Teraz szukamy rozwigzania szczegdlnego w postaci Y, = C(x)e 2 zatem podstawiamy to wyrazenie
do (19):

2 2 2 2
Yo, + Xy, =Ce ™2 +C-(-x)e ¥ +xCe ¥ 2 ="

sinx,
2 2 -
Cre—x /2 — e—x /2 sin X,
C'=sinx.
Z ostatniego réwnania mamy oczywiscie C(X)=-C0SX, co po podstawieniu daje

-x2/2

Yy, (X)=—€ COS X. Zgodnie z teorig ogdlne rozwigzanie réwnania niejednorodnego jest suma

ogoblnego rozwigzania réwnania jednorodnego i jakiegos dowolnego (,szczegdlnego”) rozwigzania
rownania niejednorodnego, zatem

y(x)=Ce "2 —e*"? cosx =& X"?(C — cos X). (21)
Jezeli réwnanie (19) uzupetni¢ o warunek poczatkowy, na przyktad y(0) =3, rozwigzanie takiego
problemu Cauchy’ego otrzymamy wyliczajac statg C ze wzoru (21) wstawiajac warunek poczatkowy:
y(0)=Ce®-ePcos0=C-1=3 = C=4.
Tak wiec problem poczatkowy
{y’+ Xy —e ™ sinx,
y(0) =3,

212 o-x%i2 -x2/2

ma rozwigzanie Y(X) =4e e "'“cosx=e""“(4-cosXx).

ROWNANIE BERNOULLIEGO

Istniejg pewne typy rdwnan, ktdre nie sg liniowe, ale mozna je do takiej postaci sprowadzié. Jako jeden
z przyktadéw rozwazmy réwnanie nieliniowe

y'+p(x)y+ag(x)y" =0. (22)
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Réwnanie to nazywa sie rdwnaniem Bernoulliego, a liczbe n nazywamy wykfadnikiem Bernoulliego.
Moze to by¢ dowolna liczba rzeczywista. Dla n=0 lub n=1 réwnanie (22) jest réwnaniem liniowym.
Dlatego interesowa¢ nas bedzie przypadek, gdy n {0, 1}. Stosujemy nastepujgce podstawienie

z=y ", (23)
tzn. bedziemy chcieli uzyska¢ réwnanie na funkcje z(X) = [y(x)]H. Mamy z'=(1-n)y™"y’, wiec
mnozac réwnanie (22) przez Y " otrzymujemy

y"y' + p(x)y " +q(x) =0,

Lz'+ p(x)z+q(x)=0,
1-n

czyli réwnanie liniowe
Z’+@-n)p(X)z+@L—n)q(x) =0, (24)
na funkcje z = z(X).

Przyktad 10. Rozwigzad réwnanie

y'=xy+y? (25)

Jest to przyktad rdwnania Bernoulliego z wykfadnikiem n= 2. Stosujemy zatem podstawienie

7= y172 _ y—l _i_
y
Mamy
y'= 2
2%’
wiec po wstawieniu do (24) otrzymujemy
- z_ X ! +
2 Tz %
co daje réwnanie liniowe z'=-xz —-1.
Przyktad 11. Znalez¢ rozwigzanie ogdlne réwnania
1 Inx
y+-y——y>=0. (26)
X X

Stosujemy podstawienie (23) dla n=2, czyli z= yfl, co daje liniowe réownanie

1_ Inx
2’-=z+—=0.
X X
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1 dz dx
Rozwigzujemy najpierw réwnanie jednorodne z'—=z =0, czyli I— = j—, wiec Inz =Inx+ const,
X z X

skad z(x) =Cx. Nastepnie stosujemy uzmiennianie statej, z(x)=C(x)Xx. Wstawiamy do réwnania

niejednorodnego

CxiC_texa X _g o cxg MX o,
X X X

Inx

Catkujemy C' = ——-:
X

C(x):—jm—zxdx=j 1 |nxdx="‘—x—j3(|nx)'dx="‘—x— 1=
X X X X X X

Inx 1 Inx 1
=——|5dx="+=.
X

X X X

Inx 1
To daje rozwigzanie szczegélne z, (t) =C(X)X = (— + —J X =1+ InX. Tak wiec rozwigzanie ogdlne
X X

réwnania na zZ = z(X) jest nastepujace

z(x)=Cx+Inx+1.

Wracajac do funkcji y, poprzez z = y’l, otrzymujemy ostatecznie rozwigzanie ogdlne réwnania (26)

jako

X)=——.
ye) Cx+Inx+1



