1/12
Metody Matematyczne w InZynierii — wyktad 4
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

Wstep

W zastosowaniach pojawiajg sie rownania lub uktady réwnan ktdérych rozwigzaniem jest liczba (lub
skonczony zbidr liczb). Gdy niewiadome wystepujg w réwnaniu w postaci innej niz liniowa, to méwimy
o réwnaniach nieliniowych. Przyktadem réwnanie nieliniowego z jedng niewiadoma jest réwnanie
kwadratowe, ax?+bx+c=0. W tym przypadku znane sg wzory na rozwigzanie, czyli pewna
procedura, ktéra w skoriczonej liczbie krokow przy pomocy dziatan arytmetycznych (+, —, *, /) oraz
pierwiastkowania dowolnego stopnia (Q/_) wykonanych na wspétczynnikach réwnania {a, b, c} daje

rozwigzanie. Dla réwnania kwadratowego rozwigzania sg to wzory:
Xl_—b+\/b2—4ac —b—+/b*—4ac
2a b 2a '
Ale juz dla réwnania trzeciego stopnia

ax®+bx?+cx+d =0,

wzory sg na tyle skomplikowane (wzory Cardano), ze na ogdt nie ma sensu ich stosowac. Aby to

zilustrowa¢ rozwazmy réwnanie trzeciego stopnia x>+ X+1=0. Ze wzoréw Cardano otrzymujemy
jeden z pierwiastkdw w nastepujgcej postaci:

X == 2 +3—9+\/§.
3(-9++/93) 18

Przyblizona wartos¢ numeryczna to X, =—0.682328. Réwnanie to posiada jeszcze dwa pierwiastki

zespolone, ktérych przyblizone wartosci to X, ~0.341164+1.6154i. Réwnanie czwartego stopnia
moze mieé do czterech pierwiastkdw, a pigtego stopnia — do pieciu (réznych) pierwiastkéw.!

Ponadto, oprocz réwnan algebraicznych (wielomianowych) mamy réwnania nieliniowe
niealgebraiczne, np. réwnanie x—cosx=0, ktére takie nie posiadajg ,wzordw” (w powyzszym
rozumieniu) na rozwigzania. Istniejg jednak metody numeryczne, ktére pozwalajg lokalizowac zera
wielomiandow czy dowolnych réwnan nieliniowych z dowolng doktadnoscia.

Na éwiczeniach zajmiemy sie numerycznymi sposobami znajdowania miejsc zerowych (pierwiastkéw)
rownan nieliniowych z jedng niewiadoma. Ogdlnie problem taki mozna sformutowac nastepujgco:

Dana jest funkcji f :[a, b] > R. Szukamy takiej liczby x* e R, ze f(x*)=0.
Przyktadowo, jezeli f(X)=Xx*—5, wtedy réwnanie X* —5=0 prowadzi do poszukiwania pierwiastka

kwadratowego X* = J5. Jezeli f (X) =x—cos X, wtedy mamy réwnanie X—C0SX =0 (lub X = COSX).

1 Z teorii wielomianéw wynika, ze réwnanie algebraiczne stopnia ne N, n>1

ax"+a, X"'+..+ax+a, =0, (gdzie a, #0),
moze mie¢ co najwyzej n pierwiastkdw (réznych), ktére w ogdlnosci mogg by¢ zespolone. Moze tez nie miec
zadnych pierwiastkbw w dziedzinie liczb rzeczywistych R, na przyktad x> +1=0 nie posiada zadnego
rozwiagzania w zbiorze R, ale posiada je w zbiorze C, gdyz X* +1=(X—i)(X+i). W tym przypadku réwnanie

posiada tylko pierwiastki zespolone: i, —i € C.
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Dla f(x)=x>—-3x"+5x—-2 réwnanie f(x)=0 jest réwnaniem algebraicznym (wielomianowym)
pigtego stopnia

x° —3x* +5x-2=0.
Rdéwnania takie pojawiajg sie w wielu zastosowaniach, np. w problemach réwnowag jonowych.
Numeryczne metody znajdowania pierwiastkdw rdwnan nieliniowych to najczesciej metody iteracyjne.
Oznacza to, ze tworzymy wg pewnego algorytmu ciag liczb rzeczywistych {X,},_, zbiezny do
szukanego rozwigzania X*

limx, =x.

k—

Metoda Newtona
W metodach numerycznych znajdowania rozwigzan réwnan nieliniowych (zaréwno ukfadow jaki i z

jedng niewiadomg) metoda Newtona jest chyba najbardziej znang i najczesciej uzywang (zwtaszcza dla
uktadéw réwnan). W przypadku jednowymiarowym zwana jest takze metodg stycznych ze wzgledu na
jej elegancka interpretacje geometryczng. Daje ona bardzo szybkg zbieznos¢ choé pewng staboscig jej
jest to, ze — na ogdt - iteracje sg zbiezne dopiero, gdy punkt startu bedzie wybrany dostatecznie blisko
szukanego (a zatem nieznanego) rozwigzania.

Idea jest nastepujgca. Wybieramy punkt startu X, mozliwie najblizej poszukiwanego rozwigzania, a

nastepnie prowadzimy styczng do wykresu w tym punkcie (XO, f (XO)). Styczna ta przecina o$ OX w

jakims punkcie, ktéry przyjmujemy za kolejne przyblizenie szukanego pierwiastka. Nastepnie mozemy
powtdrzyc¢ ten krok. Idea ta jest zilustrowana na rysunku ponize;j.

/.x* /xl X, >

Rys. 1. llustracja metody Newtona. Rysujemy styczng do wykresu dla punktu X, i jako kolejne przyblizenie miejsca
zerowego (X*) przyjmujemy punkt przeciecia tej stycznej z osig OX — na rysunku jest to punkt X;. Proces ten
powtarzamy, az uzyskamy zadowalajacg doktadnos¢ rozwigzania..
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Uzasadnienie wzoru na X; z powyzszego rysunku jest nastepujgce. Prosta ktdra przechodzi przez punkt
(X, F(X,)) ma réwnanie y=a(x—x,)+ f(X,). Ale ma to byé styczna, wiec jej wspdtczynnik
kierunkowy a jest réwny pochodnej funkcji y = f(X) w punkcie X =X,, czyli a= f'(X)) co daje
y=f'(X) (X=%,)+ f(X,). Przyréwnujac do zera f'(X))-(X=%)+f(X)=0 i rozwiazujac to

rownanie wzgledem X otrzymamy podstawowy krok metody stycznych

)
T T )

Wykonujac ten krok dla X, otrzymujemy x, =x, — f(x)/ f'(x,). Mozemy te procedura otrzymujemy

nastepujacy ciag przyblizen

X . =X — f(x,) dla n=0,1 2,... (2)

Z punktu widzenia implementacji metody Newtona podstawowy problem polega na tym, ze nalezy
dostarczy¢ do procedury takze pochodng f'(x).

Ponizej zaprezentowano prosty program w jezyku C/C++ realizujgcy metode Newtona dla réwnan
nieliniowych z jedng niewiadomga. W szczegdlnosci program zostat uzyty do obliczenia pierwiastka

réownania X° +2x? +5x+1=0. Wida¢, ze do uruchomienia procedury musimy okreéli¢ lewa strone,
czyli f(x)=x*+2x*+5x+1 oraz jej pochodna Df (x) = f'(x) = 3x+4x+5. Jako punkt startu wybrano
X, =5,0. Po dziesieciu iteracjach otrzymujemy przyblizenie rozwigzania X" =-0,216757. Jednak
analiza wynikéw dziatania programu pokazuje, ze wartos¢ tg uzyskano juz w iteracji numer 7.
Przyktad 1. Metodg bisekcji i metodg Newtona wyznaczy¢ numerycznie pierwiastki réwnania
sinx+x*+1=0.
Analiza wykresu funkcji f(X)=sin(x)+x*+1 sugeruje, ze szukany pierwiastek znajduje sie w
przedziale [-1, 0]. Dlatego w metodzie bisekcji wybieramya=-1b=0. Dla metody Newtona

wybieramy jako punkt startu X, =0,0 (chociaz jak wida¢ z wykresu wybér X, =—1,0 bytby lepszy).

A

o

Y

> ,
10 7 —05 05 10

Rys. 2. Wykres funkcji f(x)=sin(x)+x3+1 na przedziale [-1.3, 1.3]. Wykres sugeruje, ze miejsce zerowe znajduje sie w
przedziale [-1, 0].

Do metody Newtona (2) potrzebujemy wyrazenia na pochodng, zatem obliczamy
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f'(x) = (sin(x) + x* +1)" = cos(x) + 3x?,
co daje nastepujacy ciag przyblizen

sin(x,) +x% +1

— dla n=0,12,... (3)
cos(x,) +3X;

n+l — “n

Rozpoczynajac iteracje od X, =0,0 otrzymujemy (nalezy postuzyé sie kalkulatorem lub arkuszem

kalkulacyjnym — na przykfad jak na Btgd! Nie mozna odnalez¢ zrédta odwotania.):

sin(x) +x+1 0 sin(0)+0°+1

= X = ,

% CoS(X,) + 3% cos(0) +3-0°
; 3 far _1\3

X, = _S|n(x1)+x1+21:_1_sm( D+(-1) t1:—0’7623
cos(X,) + 3x; cos()+3-(-1)
; 3 Sl _ 3

X, = X, - sin(x,) + X, +21:—0,7623— sin(-0,7623) + (-0,7623) +3:—O,7081,
cos(x,) +3x, cos(-0,7623) + 3-(-0,7623)

Wyniki zestawiamy w tabeli.

Kolejne iteracje
1 2 3 4 5 6 7
Bisekcji -0,5 | -0,750000 | -0,625000 | -0,687500 | -0,718750 | -0,703125 | -0,710938
Newtona | -1,0 | -0,762317 | -0,708153 | -0,705698 | -0,705694 | -0,705694 | -0,705694

Metoda

A B C D E F
1] Rownanie: fix)=sin(x)+x*+1, f'{x)=cos(x}+3x’
o | simfx)+ X H1=0 X1 =Xy = (X, ) /7 (%)
=

Iteracje metody e

. Newtona =B6 — (SIN(BEB6~3-1)/(COS(B6)+3*B6"2)
5 b Xy,
B 0 {l_fuj-{lle
7 1| -1.0000
8 20 -0.762317
9 3| -0,708153
10 4 -0, 705698
11 5 -0,705694
12 6 -0,705694
13 7| -0,705694
14 8| -0.705694
15 9| -0,705694
16 10| -0.705694

Rys. 3. Realizacja metody Newtona dla réwnania sin(x)+x3+1=0 w oparciu o formuty arkusza kalkulacyjnego..
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Przyktad 2. (metoda Herona)’> Z metody Newtona wynika bardzo szybki algorytm obliczania
pierwiastkdw kwadratowych. Aby obliczyé pierwiastek kwadratowy z liczby € € R musimy rozwigzac
proste réwnanie

x*—c =0, (4)

czyli f(x)=0 dla f(x)=x*—c. Teraz wystarczy zastosowaé wzdr na iteracje Newtona dla tej wiasnie

funkcji, wiedzac ze pochodna f'(x) =2x:

f(x xX>—c 2x)-x*+c xX’+c 1
Xoa =Xy — (n)zxn_ - =— . =— =5 Xn+£a
f'(x,) 2X, 2X, 2x, 2 X,
czyli formuta Herona
1 c
Xn+1:_ Xn+_ : (5)
2 X,
Jezeli chodzi o punkt startu, to mozna przyjac
1 gdyO<c<l,
= (6)
c gdyc>1.

Przyktad 3. Obliczy¢ przyblizenie pierwiastka \/g metodg Herona.

Rozwigzanie:
1 1 1
X, =5, x1=§(x0+5/x0):3, x2=§(x1+5/x1)=7/3, xsza(x2+5/x2)=47/21
x4:%(x3+5lxs):47/21, X5Z%(X4+5/X4)=2207/987z2,23607.

Jak widac¢ z wynikoéw doktadnos¢ do pieciu cyfr po przecinku otrzymujemy juz w piatej iteracji!

Przyktad 3. Obliczymy sktad rownowagowy dla reakcji syntezy amoniaku. Problem ten prowadzi do
rownania algebraicznego czwartego stopnia, ktére rozwigzemy numerycznie.

Reakcje syntezy amoniaku z pierwiastkow opisuje rownanie

N,(9) +3H,(g) = 2NH,(9) (7)

Z termodynamiki chemicznej wiemy, ze w stanie rownowagi stezenia (a doktadniej — aktywnosci
chemiczne) reagentow spetniajg rownanie

M _K, (8)

ay,a;,

2Heron z Aleksandrii (ok. 10 — ok. 70 n.e.) — grecki uczony, wynalazca i matematyk. Znany m.in. z konstrukcji
pierwowzoru turbiny parowej (tzw. bania Herona) i wzoru na pole trdjkata na podstawie dtugosci bokow (wzér
Herona). Jako pierwszy opisat metode iteracyjng do obliczania pierwiastkdw kwadratowych liczb rzeczywistych.
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gdzie stata rownowagi K (jest bezwymiarowa) zalezy tylko od temperatury (dlatego czasami piszemy
K =K(T)), a a, oznacza aktywnos¢ reagenta X. Stata rownowagi tej reakcji moze by¢ obliczona na

podstawie entalpii tworzenia reagentow i wynosi K =4,34.10° w temperaturze 300°, jezeli
przyjmiemy, ze aktywnosci reagentdow gazowych sg réwne ich cisnieniom czgstkowym (parcjalnym).
Zaktadajac, ze gazy zachowujg sie jak gaz doskonaty, to aktywnosci mozemy zastgpi¢ cisnieniami
czastkowymi (a, = p, / p°) i przyblizona postaé rownania réwnowagi jest nastepujaca

PR, (P°)?

=K, =4,34.10",
Px, 7,

gdzie p° =10°Pa (ciénienie standardowe). Wyrazajac ciénienie przez liczbe moli w oparciu réwnania

stanu gazu doskonatego (réwnanie Clapeyrona) pV =nRT = p=nRT /V otrzymujemy

_ p’ng(pe)z _ (nNH3RT V) (p°)? = nriH3 (RT)> V7
P Py, P, (N, RT/V)(n, RT/V)? ny,My, RT(RT)* V7V

2 o \2 2 o 2
_ M [(P7)ye_ M [PV
ny, Ny, \ RT ny,ny, L RT )7

skad po podstawieniu wartosci p°,R, T otrzymamy

K (p°)°

(9)

nz 2 . 2 10-6
NH, :[ RT ] Kp:(8,3144 298) 4,34‘10,3\/,2:2,7 10 (10)

ne,Mi,  (Vp° (10°)° v?
gdzie V to objetos¢ reaktora, w ktédrym zachodzi synteza.

Dla przyktadu weZmy dane poczgtkowe: nﬁ,z =10 mol, ngz =30 mol. lle moli amoniaku uzyskamy, gdy
reakcja osiggnie stan réwnowagi, a objetoé¢ reaktora wynosi V =1 m®?
Oznaczmy dla wygody przez X liczbg moli amoniaku (produkt) w stanie réwnowagi: X =ny,, . Z bilansu

masy (réwnanie reakcji chemicznej (7)) w stanie réwnowagi mamy:

— 1 _no 3
Ny, =Ny, —3% Ny =Ny —3X,

czyli nszlo—%x, nH2=30—§X. Podstawiajac te zaleznosci oraz V =1m® do réwnania (9)

otrzymamy
X2
-=2,7-10°/V?, (11)
(10— $x)(30—£x)
czyli
x> —(2,7-10°/V?)(10- 1 x)(30-2x)* =0. (12)

W szczegblnosci dla V =1 m® powstaje réwnanie x? =2,7x107° (10—1x)(30—£x)°. Jest to réwnanie

algebraiczne stopnia 4. Stosujgc metode Newtona znaleziono cztery rozwigzania rzeczywiste:

X, =0,7878, X, =—-427,55, X, =—0,9355, X, =5007,6980.
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Drugie, trzecie i czwarte rozwigzania sg oczywiscie niefizyczne: ujemne liczby moli amoniaku, a czwarte
daje ujemng liczbg moli wodoru: n,, =10-3x=10-%-5007,6980 = —2493,85. Jedynym poprawnym

fizycznie rozwigzaniem jest ny, =X =0,7878, skad ny =9,60, n, =28,82. Ze stechiometrii

rownania syntezy amoniaku wynika, ze maksymalna liczba moli NHs, ktéra wynika z samego bilansu

masy jest rowna 2-nﬁ,2, czyli w analizowanym przypadku Ny, .y =20. Zatem wydajnos¢ reakcji
7=y, / Ny, (max) = 3,9%. Gdy poczatkowe stezenia substratéw beda na przyktad 100-krotnie wieksze
(a zatem cisnienie bedzie wigksze), to ny, =1238,33 oraz 7 =62%. Rownowaga przesuwa sie w

prawo — patrzac na réwnanie chemiczne syntezy NHs; widzimy, ze jest to zgodne z regutq przekory
(reguty Le Chateliera).

v p=1/V [NH;] 1 (%) L . .
8.00E-00] 125601 0.106 0.5% Wydajnosg¢ (1) reakcji syntezy amoniaku
5,33E+00| 1,88E-01 0,158 0,8% w zaleznosci od cisnienia dla T=300 °C
3,56E+00| 2,81E-01 0,235 1,2% 100,0%
2,37E+00| 4,22E-01 0,348 1,7%
1,58E+00| 6.33E-01] 0,513 2,6% 90.0%
1,05E+00| 9,49E-01 0,751 3,8% 80,0%
7,02E-01| 1,42E+00 1,087 5,4%
4,68E-01| 2.14F+00 1,552 7,8% 70,0%
3,12E-01| 3,20E+00 2,173 10,9% 50,0%

2,08E-01| 4,81F+00 2,974]  14.9%
1,39E-01] 7,21E+00 3,958]  19,8% = 50,0%
9,25E-02| 1.08E+01 5114]  256%
6,17E-02| 1,62E+01 6,402]  32,0%
4,11E-02| 2,43E+01 7,769 38,8% 30,0%
2,74E-02| 3,65E+01 9,157]  45,8%

40,0%

20,0%
1,83E-02| 5,47E+01 10,514 52,6%

1,22E-02| 8,21E+01 11,796 59,0% 10,0%

8,12E03] 1,23E+02] 12,975] 64,9% 0.05%

5,41E-03| 1,85E+02] 14.034] 70.9% 0,0E+00  1,0E403  2,0E+03  3,0E+03  4,0E+03  50E+03  6,0E+03  T7,0E+03  B,0E+03
3,61E-03| 2,77E+02 14,969 74.8% cisnienie, p (umowne jednostki)

2,41E-03| 4,16E+02 15,782 78,9%

Rys. 4. Na wykresie pokazana jest zaleznos$¢ rzeczywistej wydajnosci reakcji (n (%)) syntezy amoniaku z pierwiastkéw w
zaleznosci od ci$nienia przy statej temperaturze T=25 °C. Ci$nienie w jednostkach umownych. Dane w tabelce (pokazane
czesciowo) sg zilustrowane na wykresie obok, zostaty obliczone w programie Ms Excel.

Metoda (program w jezyku VBA). Na rysunku Rys. 5 pokazana jest przyktadowa realizacja
rozwigzywania rdGwnania na rownowagowe stezenie amoniaku w syntezie (7) przy pomocy procedury
w jezyku VBA. Numeryczne rozwigzanie uzyskiwane jest metodg Newtona (2), gdzie

a=0,0000027,
f(x)=x* —(a/V?)(10-0,5x)(30 —1,5x)%, (13)
Df = f(x) = 2%+ (a/V?)(0,5(30 —1,5x)* + 4,5(10 — 0,5x)(30 — 1, 5x)?).

Liczba iteracji metody Newtona wynosi 100. Zaletg tego podejscia w porownaniu do Metody 1 jest
to, ze program automatycznie realizuje obliczenia dla dowolnego zakresu zmiennej V. Jak wida¢ w
pierwszym obiegu petli while mamy V =8, a w kazdym kolejnym objetos¢ jest dzielona przez 1,5.
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Const a = 0.0000027
Function f(x As Double, V As Double) As Double
f=x"~2-(a/VvV~2)* (10 -0.5%*x) * (30-1.5%*x) ~ 3
End Function
Function Df (x As Double, V As Double) As Double
DfE=2*x+ (a/ V™2 * (0. * (30 -1.5 *x) ~3+4.5* (10 - 0.5 * x) * (30 - 1.5 * x) ~ 2)
End Function
Sub oblicz NH3 ()
Dim V As Double
Dim x As Double
Dim i As Integer
Dim k As Integer

= P

ol

8
0.1
5
hile V > 0.0001
For k = 1 To 100

x =x - f(x, V) / Df(x, V)
Next k

Cells (i, 2)
Cells (i, 3)
Cells (i, 4)
i=41i+1
V=V /1.5
Wend
End Sub

o
=
~
<

Rys. 5. Realizacja obliczen stezenia amoniaku (Przyktad 4) poprzez rozwigzywanie réwnania (12) przy uzyciu procedury w
jezyku VBA w arkuszu kalkulacyjnym Ms Excel.
Przyktad 4. (pH stabego kwasu HA w funkcji stezenia kwasu). Zalezno$¢ pH od stezenia C, kwasu

jednoprotonowego wprowadzonego do roztworu wymaga w ogdlnym przypadku rozwigzania
rownania trzeciego stopnia. Co prawda w podrecznikach podawane jest przewaznie rownanie, ktore
jest stopnia drugiego (gdy wyrazone przez stopien dysocjacji «, wtedy nazywane prawem rozciericzen

Ostwalda), to jednak $ci$lejsze ujecie — uwzgledniajgce takze jony oksoniowe (H*, a doktadniej H,0")

pochodzace z autodysocjacji samej wody — prowadzi do réwnania trzeciego stopnia.

Zaktadamy wiec, ze mamy roztwdr wodny stabego kwasu HA o stezeniu analitycznym c,. Reakcja

dysocjacji w wodzie prowadzi do réwnowagi
HA = H +A

(doktadniej: HA+H,0 &2 H,0" + A") ze statg réwnowagi K,. Woda réwniez ulega autojonizacji
H,0 = H'+OH"

(doktadniej: H,0+H,0 2 H,0" + OH") ze stata réwnowagi (iloczyn jonowym wody), K,. Mamy

wiec dwa réwnania (wynikajgce z prawa dziatania mas) dla stezen w stanie rownowagi

[HIAT_
[HA] (14)
[H'][OH 1=K,
gdzie wszystkie stezenia wyrazane sg w mol - dm™. Bilans iloéci kwasu daje kolejne réwnanie
¢, =[HA]+[A], (15)

a bilans tadunku
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[H'1=[OH]+[A"]. (16)

Wprowadzamy oznaczenie na stezenie jonéw wodorowych X=[H"] i mamy nastepujacy uktad

rownan:

XA T x| yjoH 1=K,
[HA] (17)

¢, =[HA]+[A], x=[OH ]+[A"].

Z drugiego réwnania [OH ]=K, /X i wstawiamy do czwartego: x=K,/x+[A"]. Z pierwszego
wyliccamy [HA]=x[A]/K, i wstawiamy do trzeciego: C,=X[A]/K,+[A"], skad
[A"]=c,/(1+x/K,). Po wstawieniu tego wyrazenia do réwnia na X (w pierwszym wierszu)

otrzymujemy réwnanie na stezenie kationéw wodorowych:

XZ&-Fﬁ. (18)
X X+K,

RdAdwnanie to mozna przeksztatci¢ do rownania wielomianowego trzeciego stopnia:
X°+ K, X = (K, +¢,K,)x - KK, =0. (19)

Rozwigzujac to réwnanie dla réinych stezen ¢, =[HA], wprowadzonego stabego kwasu HA
otrzymujemy zalezno$¢ X=X(C,), a w konsekwencji zaleznos¢ pH=-log[H"]=-logx(c,), czyli
pH = f(c,) (pH jako funkcje stezenia kwasu). Na wykresie lepiej jednak przedstawia¢ zalezno$¢ od
logarytmu stezenia jonéw wodorowych, tj. pH = f (logc,) — patrz Rys. 5.

Réwnania (18) i (19) sg oczywiscie rwnowazne matematycznie, wiec do numerycznego rozwigzywania

mozna wzig¢ dowolne z nich. Testowe obliczenia zrealizowano zaréwno dla sformutowania (18) jak i
(19). Rozwigzywanie réwnania (18), ktére ma posta¢ réwnania na punkt staty: x=F(x), gdzie

F(x) =22+ 2% \vykonano metodq iteracji prostych:

X X+Ky !

X, =F(x,), n=0,1 2,...

n+1

Przyktadowe obliczenia przeprowadzono dla kwasu octowego CH3COOH (K, =1,7378-107)

rozpuszczanego w wodzie w temperaturze 25°C. W tych warunkach K, =1,008 107,

Na przyktad dla ¢,=10 oraz punktu startowego X, =0,01 uzyskano wynik pH=2,3806 (czyli
[H"]=0,00416264) metody Newtona (juz przy piatej iteracji!). Metoda iteracji prostych dla punktu
statego (18) nawet po 50 iteracjach daje pH =2,03395 (czyli [H']=0,00924797) co nalezy uznaé za
wynik niewystarczajgcy. Aby sporzadzi¢ wykres funkcji pH= f(logc,) wykonano obliczenia na

podstawie wzoru (19) dla analitycznych stezer ¢, =10°,107,...,10"°. Ponizej sa wyniki obliczen.
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¢, /(mol-dm™?) 10° 10? 107 10° 104 10° 10
x=[H] |41626:10°]1,3104-10°4,0852-10*|1,2350-10*|3,3911-10°|7,1027-10°| 9,5832-10"
pH 2,3806 2,8826 3,3888 3,9083 4,4697 5,1485 6,0185
¢, /(mol-dm) 107 108 10°° 1010
x=[H] [1,6150-107|1,0549-107 |1,0089-107|1,0045-107
pH 6,7918 6,9768 6,9961 6,9980

Dla porownania wynikdw dokfadnych (w oparciu o wzér (18) lub (19)) policzmy jeszcze pH z
tradycyjnego prawa rozcienczen Ostwalda — w ktérym nie uwzglednia sie stezenia jondw wodorowych
(oksoniowych) pochodzacych z autodysocjacji wody. Mozna formalnie otrzymac¢ to rdwnanie

przyjmujac w réwnaniu (18) lub (19) wartoé¢ K, =0. Mamy wtedy X° + Kax2 —C K, x=0, czyli

x> +K,x—¢,K, =0. (20)
Réwnanie to ma jedno dodatnie rozwigzanie x = 6% satem
—K, +KZ +4K,¢
pH = —log—= 2a Gl (21)

Dla pordéwnania przedstawiamy wyniki pH obliczcone wg modelu doktadnego — wzér (19) — i
przyblizonego (prawo Ostwalda) — wzdér (21) — w tabelce i na wykresie.
Tabela 1. Wyniki obliczen pH wodnego roztworu kwasu octowego w zaleznosci od stezenia kwasu (pierwszy wiersz). W

drugim wierszu s3 wartosci pH obliczone z uwzglednieniem jonéw H* pochodzacych z autodysocjacji wody. Trzeci wiersz
zawiera pH obliczone z pominieciem jonéw H* pochodzacych od wody. Dla matych stezen (<10°€) wyniki zaczynajg sie

wyraznie réznié. Co wigcej dla stezen C, < 10 pH obliczone uproszczonym wzorem (21) wskazuje na zasadowy odczyn

(!) — co jest oczywiscie wynikiem btednym. Wartosci te s3 zaznaczone kolorem czerwonym.

¢, /(mol- dm) 10° 10t | 102 | 10% | 10* | 10° | 10® | 107 | 10® | 10° 1010

pH (wg (19)) |2,3806|2,8826|3,3888|3,9083 |4,4697|5,1485|6,0185|6,7918 |6,9768 | 6,9961 | 6,9980

pH (wg (20)) |2,3806 |2,8826|3,3888|3,9083 |4,4697|5,1486|6,0230 | 7,0025|8,0002 | 9,0000 | 10,0000

Dane z powyzszej tabeli sg zilustrowane na wykresie na Rys. 6.
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pH

pH (dokt.)
= = =pH (przybl.)

D

log(c,)

Rys. 6. Zalezno$¢ pH roztworu stabego kwasu od stezenia. Rozwazanym kwasem jest kwas octowy (K, =1,74-107).

Wiecej szczego6tow — patrz opis tabeli powyzej.

Przyktad 5 (RGwnanie gazu van der Waalsa). Réwnanie van der Waalsa ma postac

. nRT _a(ﬂj’ 22)

V —nb \Y

gdzie a, b to wspétczynniki charakterystyczne dla danego gazu. Rownanie to mozna traktowac jako
modyfikacje rGwnania stanu gazu doskonatego

p=—- (23)

gdzie wprowadzono poprawki uwzgledniajgce efektywng objetos¢ dostepng dla czgsteczek gazu
(V -V —nb), natomiast wyraz —a(n/V)? po prawej stronie réwnania (22) oznacza zmniejszenie
cisnienia (w poréwnaniu z gazem doskonatym), co jest ttumaczone wptywem sit przyciggania pomiedzy
czgsteczkami gazu. Zatem wspdtczynnik b mozna interpretowaé w przyblizeniu jako efektywnag
objetos¢ czgsteczek gazu (na jeden mol), a wspodtczynnik a jest miarg sit przyciggania.

W praktyce wygodniej jest postugiwac sie objetoscig molowa V, =V /n. Uzywajac V,, przepiszemy

rownanie (22)nastepujgco

RT a
= = 24
Py 5V (24)

Przyktadowe warto$ci parametrow a i b sg w tabeli ponizej.



12/12
Metody Matematyczne w InZynierii — wyktad 4
Krzysztof Szyszkiewicz, AGH

Tabela 2. Przyktadowe wspétczynniki van der Waalsa dla wybranych gazéw.
gaz | a/(atm-dm?-mol?) | b/(10*dm-mol™)
Ar 1,363 3,219
CO, 3,640 4,267
He 0,057 2,370
N> 1,408 3,913

Z réwnania (24) bez problemu obliczymy cisnienie p dla zadanej objetosci V,,. Natomiast obliczenie w
drogg strone — na podstawie cisnienia wyznaczenie objetosci wymaga rozwigzania réwnania
algebraicznego. Obliczymy objetos¢ molowg CO, w temperaturze 500 K i pod cishieniem 100 atm,
zaktadajac, ze zachowuje sie on jak gaz van der Waalsa.

A B C D E F G H J K
1 |a 3,64
2 b 0,04267
3 R 3,144
4T 500 Réownanie, x =V,
5 p 100 x3+a2x2+a1x+ag =0
6
Wspdtczynniki
7 | wielomianu, x=V,, lteracje metody Newtona EF o EC A C T ]
8 |as -15,7627 Vm,n RHS(Viya)  |RHS'(Viyg) | ;
9 |ag 85,30584 | 715,7200 1330,465%@#?[ =3*D9"2+2*$B$8+*D9+$B$9 ]
10 |ap -0,00155 11,7015| 442,1263| 127,1867
11 Z 8,2253 191,71590 28,9668
12 =B3*B4/B5 | 1,6067 100,5164 42,3983
13 -0,7641 -74,8278| 111,1442
14 -0,0908 -7,8785 88,1932
15 -0,00147 -0,1272 85,3523
16 1,78E-05 0,0000 85,3053
17 1,82E-05 0,0000 85,3053

Rys. 7. Realizacja obliczania objetosci molowej V,, dwutlenku wegla dla zadanego cisnienia p = 100 atm w temperaturze
500 K w oparciu o rownanie van der Waalsa. Wspoétczynniki a i b pochodza z Tabela 2. Jako punkt startu do iteracji Newtona
wybieramy objetos¢ gazu idealnego (Vm,0 = RT/p).



