Metody Matematyczne w Inzynierii Materiatowej, notatki do wyktadu
Wyktad 1, cz1: powtorka rachunku rézniczkowego jednej zmiennej (catkowanie — funkcja
pierwotna)

DEFINICIA. Funkcjg pierwotng (lub catkg nieoznaczong) funkcji f:D — R okre$lonej na zbiorze

otwartym D c R nazywamy dowolng funkcje rézniczkowalng F :D — R taka, ze F'= f.
Oznacza to, ze pierwotna spetnia warunek:

V x e D zachodzi F'(x) = f(x).

Pierwotng funkcji f oznaczamy symbolem j f (x)dx.

Na przyktad dla f (x) = x* funkcjg pierwotna jest F(X) =%x3, poniewaz

1., 1
F'(x)=|=x*| ==-3x* =x* = f(X).
(X) (3 j 3 (X)
1

1

Ale pierwotng funkcji f jest tez funkcja Fl(x)=§x3+7, czy Fz(x)=§X3—1. Dlatego wynik
najczesciej zapisujemy tak

1

szdx=—x3 +C,

3
gdzie C e R jest dowolng statg. Podkreslamy w ten sposéb fakt, ze jezeli do jakiejS pierwotnej
dodamy statg, to rowniez otrzymamy pierwotna.

Mozna udowodni¢ nastepujgce fakty:

1) Jezeli f:D — R jest ciggta, to posiada pierwotna.
2) lJezeli dziedzina D funkcji jest odcinkiem, to dowolne dwie pierwotne F, F, funkcji f

roznig sie o statg. To znaczy istnieje C € R taka, ze F,(X)—F,(x)=C dla xe D.

W2ZzOR NA CALKOWANIE PRZEZ CZESCI

Dane sg dwie funkcje f, g, o ktorych zaktadamy, ze posiadajg ciggte pochodne. Wtedy zachodzi

nastepujaca rownosé

J £00g'()dx = (x)g(x) - [ F'(x)g(x)dx (1)
Wzdér ten umozliwia czasami obliczenie catki nieoznaczonej poprzez sprowadzenie jej do innej
postaci.
PRZYKtADY

1) Skorzystamy z pochodnej funkcji €*: (e*)' =e* oraz z tego, ze X' =1, aby obliczy¢ .[xexdx:
J'xexdx = J'x(e*)'dx = xe* —fx’exdx = xe" —Iexdx =xe*-e"+C=
=(x-1e* +C.

2) _[In xdx
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IInxdx:Ix'In xdx=xInx—jx(Inx)'dx:xInx—J‘xldx=
X
xInx—Ildx:xInx—x+C =X(Inx-1)+C.
3)jxsinxdx

.[xsin xdx = .[x(—cos X)'dx = x(—cos x) — .[ X'(—cos x)dx

:—xcosx+jcosxdx=—xcosx+sinx+C.

Ixcos xdx =_[x(sin X)'dx = xsin x —fx'sin xdx
= Xsin x—jsin xdx = xsin X +cos x + C.
4)szsin xdx

j X sin xdx = sz(—cos x)'dx = X (—C0S X) — j (x?)'(—cos x)dx
=X’ cosx+2.|'xcosxdx=—x2 cosx+2(xsinx+cosx)+C =

=—x%Cc0S X+ 2xsin X+ 2cos X + C.

S)Ixzcosxdx
_[xz cos xdx :sz(sin x)'dx = x® sin x—_[(xz)’sin xdx =
= x?sin x—ZIxsin xdx = x*sin x —2(—xcos X +sin x) + C
= x*sin X+ 2xcosx—2sin x+C.
dx
6)| ——
)j(1+ x?)?

dx 1+x2—x 1+x° X2
oo e =T amar - T -

X
J.(1+ x?)? dx

1 X’
=J' 2dx—f s dx=arctgx —
1+x @+x°)
X2
Musimy teraz obliczy¢ catke ‘[de. W tym celu wykorzystamy catkowanie przez czesci:
J’_

x%)

X 1 1Y X (1 1 ~
I(1+><) x=]x 1+ x) o=l ( §'1+x2jdX=_2(1+x2)_IX[_E'1+x2jdx_

X 1, 1 X 1
5 +—j 50X =—————+—arctgx+C.
2(1+x%) 271+x 2(L+x°) 2

Ostatecznie
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dx x? X 1
—— _—arctgx— | ———dx=arctgx—| -—————+=arctgx [+C =
I(1+ ) e J.(l+x2)2 J ( 21+ x0) 2 j
:larctg X+ ——-+C
2 2(1+ x°)
ZADANIA (Czesé 1).
Obliczy¢ podane catki wykorzystujgc catkowanie przez czesci.
1) _[xsin Xadx. 2) _[xz In xdx.
3) stexdx. 4) jln2 Xdx.
5) Ix3 sin xdx. 6) jex sin xdx.
7) J-xzsin(Sx)dx. 8) _[eax sinbxdx, gdzie a,b € R.
9) Jeax cosbxdx, gdzie a,b e R. 10) _[eax cosbxdx, gdzie a,b e R.

10) Pokazat, ze Ixs cos xdx = 5(x* —12x* + 24) cos X + (x* — 20x* +120x)sin x+C.
CAtKOWANIE PRZEZ PODSTAWIENIE (CAtKOWANIE PRZEZ ZAMIANE ZMIENNEJ)

W niektérych przypadkach obliczenie catki If(x)dx moze sie uprosci¢, gdy wprowadzimy

pomocniczg zmienng, tzn. zastosujemy podstawienie X=¢@(t) (lub t=¢@(X)). Stosujgc formalny

rachunek, dx = ¢'(t)dt, mamy nastepujaca réwnosé na catkowanie przez zamiane zmiennej

[ £00dx=[ f (p(t)e' (D)t (2)

gdzie po obliczeniu catki wystepujacej po prawej stronie, ktéra bedzie funkcjg zmiennej t,

podstawiamy zmienng X wyliczong z zaleznosci X = ¢(t).
PRZYKtADY

1) Obliczy¢ przez podstawienie catke J.XE_XZdX.

Zastosujemy podstawienie t = X, (Mozna tez patrze¢ na te zamiane zmiennej jak na podstawienie

X= \/f Oba podejscia dajg ten sam rezultat koricowy.) Obliczamy

dt = (x*)'dx = 2xdx = dx =2idt :idt.
X

2\t

Mamy teraz
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Ixe’*zdx=Ixe’t ﬂ=E'|‘e’tdt =£(—e’t)+C =—le’X2 +C.
2x 2 2 2
2) Obliczy¢ catke j (2 + x3)® x*dx.

Stosujemy podstawienie 2+ x° =t. Mamy dt =d (2 + x°) =5x"dx, zatem
J-(2+x5)3x4dx=jt3ldt =1J-t3dt L1leic =i(2+ x°)* +C.
5 5 514 20
3) Obliczy¢ catke Itg xdx.

, ., sin x
Wykorzystamy réwnos¢ tg X =
COS X

oraz podstawienie t =C0SX. Mamy

i t =cosx -
J'tgxdx=jwdx= . = ﬂ:—In|t|+C=—In|cosx|+C.
COS X dt = —sin xdx t

Zauwazmy jednak, ze zapis jtg xdx =—In|cosx|+C nie jest prawdziwy jezeli funkcje podcatkowa
(tangens) rozwazamy na jej standardowej dziedzinie
tg: R\{(k+3)7: keZ}—>R.
Woynika to stad, ze dziedzina funkcji tangens nie jest odcinkiem, ale sumg roztgcznych odcinkéw:
Dgy=-- V(=% -3 u(-%,-9Hu(-%5HuE HUE Hu...

tg — 2172 2172 2172

Oznacza to, ze stata C moze by¢ inna na kazdym z tych odcinkéw ... no ale wtedy to nie jest statal
Niezauwazanie tego faktu moze czasami prowadzi¢ do probleméw. Natomiast jezeli funkcje tangens
ograniczymy w naszym problemie tylko na przyktad do zbioru (-7 /2, 7z /2), to wtedy zapis

jtgxdx=—|n |cosx|+C, xe(-x/2, nl2)
bedzie Scisty i poprawny. Widac tez, ze wtedy wartosé bezwzgledna nie jest potrzebna i mamy w
gruncie rzeczy jtg xdx=-Incosx + C, xe(-x/2, n/2).
o 1 . .
4) Obliczy¢ catke J.mdx, gdzie a jest dowolng stafa.
e“" +e

Mozna te catke obliczy¢ nastepujaco:

ax o t=e” Ldt
| 1 dx= | € dx= | S dx= =[s—=
eax +e axX (eax+e le)eaX e ax+1 dt:aeaxdx t +1

1 1
=—arctgt+C =—arctge™ +C.
[04 o
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5) I dx . Obliczenie tej catki sprowadza sie do znanej catki Ildx =arctgx +C. Ta druga catka

x* +a’ +x2

1
wynika oczywiscie z pochodnej funkcji arcus tangens: (arctgx)’ = T
+ X

X
Catke przeksztatcamy takj dx _

dx 1 X
ol b re e oo

i stosujemy podstawienie t=X/a.

Poniewaz dx = adt, wiec

x*+a®> a’

(2)?+1 a’

dx 1 dx 1 cadt 1, dt 1 1 X
=— =—arctg t =—arctg —+C.
I I J‘t2+1 a’t’+1 a g a g a

1
6) Obliczy¢ catke | ——dx.

Sin X
W tym przypadku stosujemy specjalne podstawienie, ktére catke typu IR(Sin X, cosx)dx, gdzie

R(x.,X,) jest funkcja wymierng (iloraz dwdch wielomianéw), sprowadzi do catkowania funkcji
wymiernej. Podstawienie to ma postaé: t = tg%x. Dziata ona zawsze w tym sensie, ze kazda catka z
wymiernej funkcji wzgledem sinx i cosx zostanie sprowadzona przez to podstawienie do catki z

funkcji wymiernej. Ale nie zawsze jest to optymalne podstawienie. W pewnych przypadkach
uzyskamy fatwiejsze wyrazenie do catkowania, gdy podstawimy na przyktad t = tg x.

Do wykonania podstawienia t =tg x bedq potrzebne pewne tozsamosci trygonometryczne, ktére sg
wyprowadzone ponizej. Opierajg sie one na nastepujgcych podstawowych tozsamosciach
trygonometrycznych:

sin(a = f) =sinacos f £ cosasin g,

cos(a = ff) =cosa cos fFsinasin S. )

Z powyzszych wzoréw otrzymujemy wyrazenie na tg(a = f5):

sin(e+ ) sinacospBtcosasinf  tga+tgp
cos(a+ ) cosacosfEsinasing 1ftgatgf

tg(axp) = (4)

W szczegblnosci mamy

) ., cosa—sina cos’a—sin‘a
cos2a =cos(a + @) =Cos“ a —Sin“a = = =

1 cos’a +sin‘a
1 sin‘a
I — 2
__ cos’q _1-Wa
=2 2 "
sin“a 1+tg°x
1+ g

cos’

Zatem (podstawiajgc @ — %a) uzyskamy

1-tg°le

CoOSa = > .
1+t9° L

(5)
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Podobnie
sina
. . 2sinax cos 2sin cos 2t
sin20 = 2sinarcosq = oL A8 SONALOE __ cosg 9 (6)
1 cos“a+sin“a sSin“a 1+tg°cx
cos’ a
Zatem
. 2tg
sma:g—f. (7)
Ponadto przydatne bedg tozsamosci
sin’ 1-cos? 1
o= == %~ 1 = cos’a= —.
Cos’ o Cos” Cos‘ 1+19°ax @)
HJ =2 2
sin sin . i i t
tg’a = za = — ft , (L=sin* a)tg’a =sina = sina = 902[ :
cosa l1l-sin“«a 1+t9°x
Podstawienie t =tg$ X daje
1 1 dx
dt=—7— —dx=—7—,
Cos“3X 2 2€0s° 5 X
2 2dt
dx =2cos’ 1 xdt = —dt=—o.
1+tg°5x 1+t
1
Ponadto z (6) mamy sin X = 2tg§x = th, zatem
1+tg°3x 1+t
1 1+t> 2 1
dx = dt=|=dt=In|t|+C=In|tgix|+C,
J‘sinx I 2t 1+t° It It 9]
skad ostatecznie
1 1
_—dX:|n|tg§X|+C. (9)
sin x
o 1
7) Obliczy¢ ca’fke_[ dx.
1+ x?

Ponizej jest pokazany jeden ze sposobow obliczenia tej catki. Inny sposob jest podany w
przyktadzie 9.

Stosujemy podstawienie X =ctgt. Mamy dx = — dt oraz

sin’t

2 =12 2
\/1+x2=\/1+ctg2t=\/1+ C_Oszt\/sm t_+2cost _ _1 _
sin“t sin“t sint
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Przyjmujemy, ze podstawienie jest dla t € (0, ), wiec w ostatniej réwnosci nie musimy pisaé |sint|,

gdyz funkcja sint jest w tym przedziale dodatnia. Mamy wiec

. -1 1
dx =|sint——dt=—| —dt=—In|tgit|+C. 10
I sin’t Isint 1ozt 10

I 1
1+ X
Ostatnia catka jest na podstawie punktu 6) — wzér (9). Musimy jeszcze wrdci¢ do pierwotnej zmiennej
X. Formalnie z réwnosci X =ctgt mamy t =arcctg X co daje nastepujace wyrazenie na catke

j ! dx =—In|tg(5arcctgx)|+C,
1+ x°

ale wyrazenie pod logarytmem mozna zapisaé prosciej. Mamy bowiem

1 sint sint 1
tht: = — > = > =
cost+1 cost++/sin?t+cos’t cost cos“t
- +,/1+ —
sint sin“t

1 1
ctgt+41+ctg’t  x+1+% '

Stad —In|tgit|=1In =In| X ++/1+ x* |. Ostatecznie otrzymujemy

|tg3t]

I\/lJlr_)(zdx:ln|x+\/1+x2 | +C.

Zauwazmy jednak, ze dla kazdego xeR zachodzi X++/1+x* >0, wiec w powyiszym wzorze

mozna opusci¢ warto$¢ bezwzgledna

_[ 1 ox- In(x + 1+ x*)+C.

1+ X2

8) Niech k # 0. Pokazaé, ze

dx
—— = In|x++x*+k |+C.
‘fx/x2+k | |

Nalezy po prostu zrézniczkowac prawg strone i pokazaé, ze jest ona rowna

Korzystamy
x* +k
przy tym z réGwnosci:

(In|x]) = % dla x e (o0, 0) U (0, oo). (11)

Obliczamy
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—In|x+\/ﬁ|— d (xm/ﬂ)

x+\/x +k dx
1 [ J 1 ¥+kex_ 1
X+/X*+k 22k ) x+dx¥+k etk Wik

9) Obliczy¢ catke I\/XZ +k dx, gdzie ke R jest dowolng stata.

Stosujemy podstawienie
t=vx*+k—x czyli x+t=+x"+k. (12)

Przeksztatcamy

NP +k=x+t = X +k=(x+t)’, X +k=x"+2xt+t>, k=2xt+t>,

Tak wiec

J- x2+kdx:I(x+t) LN SN | L S PR ) B
28 2 272t 2 t?

2 2
_ 1 E+t £+1 dr——1 k—+2—k+t dt=-1 —k—+2klnltl+lt2
47\ ¢t t* 47\t 4( 2# 2

2
UK e gk,
8 #
Teraz obliczamy wyrazenie przed logarytmem w nawiasie, podstawiajgc t =+/x> +k —x:

K kY ) KW kty ) S )
LR N S N N
t L\/szrk—xJ (k= [\/x2+k—x)(\/x2+k+x)J (k=

{ (N +k+x)} (\/_k Xy’ _[k(\/x +k+x)} (\/m_x)z

x> +k—x
=(Na2+k+x) (N2 +k—x) =2 +k+2xVx” + k + x> — (x* + k= 2x\x* + k + x°) = 4x/x* + k.

Zatem

2
1[k——t —4kln|t|J
8| #?

%(4x\/x2 +k—4kInlIvx*+k —x I) =%(x\/x2 +k—klnlx*+k —xl).

Zazwyczaj jeszcze modyfikuje sie wyrazenie z logarytmem, wykorzystujgc znak minus przez nim

(13)
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/ 2
“Inlvx*+k-xl=Inl /x2+k—xl‘1:1n 1 —In INVx™+k+x|

a2 +k—xl 12+ k-0 +k + )]
I\/x +tk+xl_ l—"erkerl_l INx* +k+xl+Inlkl=Inl«x*+k + x| +const,

Ix +k—x21 Ik |

1
a to oznacza, ze wyrazenie (13) mozna zapisac jako E(xxlxz +k+kInlx++x*+k |) +C.

Ostatecznie otrzymujemy

I\/x2+kdx:%(x\/x2+k+k|n|x+x/x2+k|)+C. (14)

10) Obliczy¢ catke I dx, gdzie ke R\{0} jest ustalonym parametrem.

1
X2 +k

J‘;dXZEJ‘MdXZE[J‘ﬂdx_J‘X—ZdXJ
VX2 +k k¥ Jx%+k k{7 Vx? +k VX2 +k

(15)
1 N X2 ]
== X“+kdx— dx |.
kU '[\/x2+k
Pierwsza catke w nawiasie znamy (wzér (14)), a druga policzymy przez czesci.
X2
dX = | X—=dx = | x(¥X“ +Kk) dx = x\/x +k— x\/x +k dx
J o= o= [x = =[x -
=x\/x2+k—jx/x +k dx.
Wstawiamy powyzsze wyrazenie do (15), a nastepnie wykorzystujemy (14)
2
X% + Kk dx — [ —— dszl X2 +k dx — (x/X% + k — [+/x2 +k dx)
et NG Pt R k)
:E(Zf\/x2+kdx—x\/x2+k) i(Z %(x\/x +K+kIn|x++/x*+k |) XX + j
=%(x\/x2+k+kln|x+\/x2+k|—x\/x2+k)=%(kln|x+\/x2+k|)=In|x+\/x2+k|.
Tak wiec
dx = In|x+Vx*+k| +C, k=0. 16
J.\/x +k | | (16)

ZADANIA (Czesc¢ 2).

Zad. 1) Korzystajgc z metody catkowania przez podstawienie, obliczy¢ podane catki nieoznaczone.

1) jxe‘axzdx, a=0. 2) Itgxdx.
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3) jﬁ 4) J.x\/az—xzdx.

5)_[ ¢ dx.
J1—e? xlnx

7) j x(ax? +b)'® dx. 8) [e¥ax.

9) _[BX -1 X. 10) jxlnxll— Xdx.
2X + 5

Wskazowki

Ad. 3) Uzy¢ podstawienia x =t — 5, a nastepnie wykorzystac (16).

Ad. 4) Podstawienie x =asinf.

Ad. 6) Podstawienie t =Inx.

-1 3(2x+5)-3-5-1 3(2x+5-7 3(2x+5 ¥ 3. 171

2X+5 2X+5 2X+5 2x+5  2x+5 2 2 2X+5

Ad. 10) Iny/1-x =In(1-x)"* =1In(1-x). Mamy wtedy Jxln \/1—xdx:%.|.x|n(1—x)dx. Zatem:

Ad. 9)

jxln(l—x)dx:j ix) In(l x)dx = x2 In(1— x) — j )(In(1-x)) dx
X2 —1+1

2
1x%In-x) - I%xz ( jdx=%x2 In(l—x)+%.[1)i—xdx=%x2 In(1—x)+%J' dx

— 1 In(l-x)+1[2 j—olx_1 x2In(l-x)+1 j&(iﬂ)d ~1In(1-x)

1-
=%x2In(l—x)—%.[x+1dx—%ln(1—x)=(x ~Inyl-x-1x*-1x+C,

skad

J.xln\/1—xdx=%.|.xln(1—x)dx— 2-DInV1-x—ix*—ix+C.

Catke jxln(l— X)dx mozna tez obliczy¢ nieco prosciej podstawiajac t =1—x:

[xIn@-x)dx= [ (@-t)Int(=dt) = [ (=D Intdt = [ (3t* —t)'Intdt = (3t* —t) Int - [ (3t* ~t)(Int)’dit
=3t -t)Int-[(3t° —t)%dtz(%tz —t)Int—[(3t-1)dt = (3t* ~t)Int—4t* +t+C

=(1@-%)°-1+X)InL-X) -1 (@-Xx)* +1-x+C=1(x* -1 In(l-x) -1 x* —Ix+C+2

=(x*-)InVl-x-ix*-1ix+C,

gdzie C +2 oznaczone zostato jako C (dowolna stata).

Zad. 2) Catka J.\/x2 + k dx zostata obliczona ( w przyktadach powyzej) dla dowolnego k € R \ {0}.

(por. (14)). Co otrzymamy, gdy podstawimy do tej catki takie k=07
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Ale catka I dx (wyrazenie (16)) jest obliczona przy zatozeniu, ze k#0. Czy jest ono

1
Vx* +k
konieczne? W ktérym miejscy wyprowadzenia tej catki korzystamy z zatozenia k #0. Co otrzymamy,
gdy podstawimy do wzoru (16) k=07

X
1—-x*

Zad. 3) Obliczy¢ catke j dx stosujac podstawienie x* =t.

Zad. 4) Obliczy¢ catke Iarcsin xdx stosujgc w pierwszym kroku catkowanie przez czesci (x'=1), a

nastepnie podstawienie 1— x* =t.



