Pochodna funkcji jednej zmiennej

Definicja. Méwimy, ze funkcja f : (@, b) - R posiada pochodng w punkcie X € (a, b), gdy istnieje

granica ilorazu réznicowego:

£(x) =lim

h—0

o) -0 "
h

Mowimy tez wtedy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie X.

Przykilady
Niech f(X) = Xx’. Obliczy¢ z definicji f’(X).

Rozwigzanie
Sprawdzmy zatem, czy istnieje powyzsza granica dla funkcji f (X) = X*. Mamy

f(x+h)—f(x)  (x+h)>’-x* x*+2xh+h*>-x* _
h - h - h -
2xh+h*

2X+h.

Tak wiec

i ) =

h—0

fo) _ lim(2x+h) = 2x

Oznacza to, ze funkcja f(X) =X ma pochodna w kazdym punkcie, i f’(X) =2X. Inaczej mowiac,

funkcja jest rézniczkowalna w catej swojej dziedzinie.

Niech f(x)=ax>. Obliczy¢ z definicji f'(X).

Rozwigzanie

Podobnie jak w zadaniu poprzednim musimy zbadac granice ilorazu réznicowego

f(x+h)—f(x) a(x+h)’—ax®* a(x’+3x’h+3xh’+h’)—ax®
h h h
a3x2h+3xh2 +h?
h

= a(3x? +3xh +h?).

Zatem

i ) = £ ()

h—0

=lim a(3x® +3xh +h?) = 3ax?,



co oznacza, ze f'(X) = 3ax’.

1
Dana jest funkcja f : R\{0} —> R wzorem f (X)==. Obliczy¢ z definicji jej pochodna.
X

Rozwigzanie

Podobnie jak w zadaniu poprzednim musimy zbadac granice ilorazu réznicowego

1 1 X—(x+h) —h
f(x+h)—f(x) _x+h x __x(x+h) _ x(x+h) _
h h h h
-h 1 1 1

—=— -,
X(x+h)h  x(x+h) x?

. . 1 . o 1
Oznacza to, ze funkcja f(X) =— ma pochodng w kazdym punkcie dziedziny, i f'(X) = -—.
X X

Dana jest funkcja f :[0, ©) >R wzorem f(X)=\/;. Obliczy¢ z definicji jej pochodng w
dowolnym punkcie dziedziny.
Rozwigzanie

Niech X € (0, o). lloraz réznicowy ma postac

f(x+h)—f(x) Jx+h-Jx x+rh-Ixx+h+dx
h N h - h Jx+h+Jx

:(m)z—(\&)z X+h-—x

B 1

h —
n(Wxehx)  h(Jxehvx) h(dxrhedx) Yxenedx’

Tak wiec

i FOEm=F00 1 1 1

h—>0 h 50 JX+h+X VX AIX 24X

1
czyli f'(x) = m dla X € (0, o). Natomiast dla X =0, ktéry jest punktem brzegowym dziedziny

mozemy mowic tylko o pochodnej jednostronnej (w tym przypadku o pochodnej prawostronnej).
Pochodna ta jednak nie istnieje, bo powyzszy iloraz wtedy ma postaé

f(0+h)—f(0) 1 _i_)oo
h Jorh+0 Jh ’

€O 0znhacza, ze granica jest niewtasciwa.

Czy funkcja f :IR — R dana wzorem f(X) = Qﬁ jest rézniczkowalnaw X =07?



Rozwigzanie

Musimy sprawdzié, czy istnieje granica ilorazu réznicowego przy h —0:

f+h)—f(0) _f(h)-f(©0) _h-30 _3h

h h h h
. 3h . .
Ale widzimy, ze lim—= IImTzoo. Poniewaz granica wfasciwa (czyli liczba) nie istnieje, to
h—0 h h—0 3

funkcja f(x)= 3’/; nie jest rozniczkowalna w zerze.

Dana jest funkcja f :IR — R dana wzorem f(X)=|x[*. Zbadac¢ rézniczkowalnosc tej funkgji.
Rozwigzanie

f(x+h)—f(x) _|x+hP—|x[
h h '

Poniewaz w powyzszym ilorazie réznicowym wystepuje wartos¢ bezwzgledna, wiec najlepiej bedzie
rozwazy¢ przypadki, tak aby mozna byto sie jej pozbyc.

Przypadek 1: X > 0.

Dla dostatecznie bliskich zeru h mozna iloraz zapisaé nastepujaco

Ix+hP—|x  (x+h)’-x* x*+3x*h+3xh*>+h*—x*
h h h

3x*h +3xh? +h?
h

=3x% +3xh + h? — 3x°.

Tak wiec dla X >0 pochodna f'(X) =3x’.

Przypadek 2: X <0.

Dla dostatecznie bliskich zeru h mamy wtedy | X + h |= —(x + h). Zatem

IX+hf—|x  (=x-h)*-(-x)* —x*-3x*h—-3xh’—h>+x* _
h h h
—-3x*h —3xh* —h?®
h

=-3x*—-3xh-h* > —3x°.

Tak wiec dla X <0 pochodna f'(X) =—-3x°.

Przypadek 3: X=0.

lloraz réznicowy ma teraz postac



|x+hP—[xP _[0+hF-]OF [hP _[hFlh|_h*[h]
h h h h

=h|h|>0.

Wykorzystalismy oczywista réwnos¢ | h [F=h?. Tak wiec f’(0) =0.

Mozemy teraz podsumowac te wzory nastepujgco

3x2 dla x>0,
f'(x)=+0 dla x=0,
—3x? dla x<0.

Gdy sie doktadniej przyjrzymy powyzszemu wzorowi, to dojdziemy do wniosku, ze mozna go zapisac
jednym wyrazeniem: f'(x) =3x]|x| dla dowolnego X € R.

Funkcja f :R — R dana jest wzorem

x? dla x>1,
f(x)=
ax+1-a dla x<O0.

Dla jakich wartosci parametru @ € R istnieje pochodna f'(1)?
Rozwigzanie

Policzymy pochodne jednostronne (o ile istniejg) f'(1") i f'(17), a nastepnie skorzystamy z
warunku, ze istnieje pochodna f’(1) wtedy i tylko wtedy, gdy f'(1") = f'(17). Tak wiec
(1+h)*-1?

lim————,

h—0*

f(1°) = lim

h—0"

fA+h)-f(@)
h =

gdzie skorzystaliémy z tego, ze h >0, wiec f(1+h)=(1+h)>. Mamy zatem

2 2 2 2
pray= limEEN =L et = 2 ey =2,
h—0* h—0" h h—0* h h—0*
Teraz policzymy f'(1")
2
) fim SAEN @ o aleh)+1a- L avah-a
h—0~ h h—0* h h—0*

. ah .
lim—=Ilima=a.
h—-0" h h—0*

Aby istniata pochodna musi by¢ f'(1") = f'(17), czyli @ = 2. Ostatecznie mamy funkcje

2 >
F(x) = X dla x>1,
2x—-1 dla x <0,



a pochodna f'(1) =2.

Wiasnosci pochodnych

Twierdzenie. Jezeli f, g sgrézniczkowalne w X, to

1) (f£9)(0=1F'(x)£g'(x),
2) (f-9)()=f'(x)g(x)+f()g'(x),

F'(0900 - F(9g'(X)
[9(0]

3) dla g(x) =0, (é} (x)=

Dowdd tego twierdzenie jest konsekwencjg twierdze rachunkowych dotyczgcych granic oraz
odpowiedniego zapisania ilorazéw réznicowych. Na przyktad

(fg)(x+h) = (fg)(x) _ f(x+h)g(x+h) - F(x)g(x) _

h h
_ Fx+h)g(x) - F)g(x) + f(x+h)g(x+h)— f(x+h)g(x) _
h
_(FOxh) = F0)9() + f(x+h)(g(x+h) - g(x)) _
h

_f(x+h)—f(x)
B h

90+ 1o+ ) SEEDZ00)_ro0 11600+ £ (19'00).

Dana jest funkcja f : R — IR, gdzie f(X)=xe™. Znalez¢ ekstrema tej funkcji.

Rozwigzanie

Skorzystamy z kryterium wystarczajgcego na istnienie ekstremum dla funkcji jednej zmiennej: jezeli
X, (@, b) oraz f'(x,)=01 f"(x,)#0, to funkcja f ma w punkcie X, ekstremum (dla

f"(X,) >0 maksimum, adla f"(x,) <0 minimum).
Policzmy wiec pochodna funkgji f (X) =xe™:
f'(x)=0 & 1-X)e"=0<=(1-X)=0<= x=1.
f'(x) = (xe’x)’ =xe* +x(e7¥) =
=e " —xe " =(1-x)e".
Miejsca zerowe pochodne;j:
f'(x)=0 © (1-x)e*=0 & (1-x)=0 < x=1.

Tak wiec punktem ,podejrzanym” o ekstremum jest X, =1. Skorzystajmy teraz z warunku na drugg

pochodna:



() = (1)) = (@-x)e™) =
(1-x)e™ +(L—x)(e™) =+ (L—x)(—e ) = (x—2)e™".

Tak wigc f"(x,)=f"())=(1-2)e'=—e'=-1/e<0, czyli funkcja ma minimum w punkcie
X, =1.

Pokaza¢, ze funkcja f:R—>R dana wzorem f(X)zxefXz jest réznowartodciowa na zbiorze
(1/2, ).

Rozwigzanie

Policzmy pochodng podanej funkgji

Fo0= i(xexz ) =xe™ +x(e¥) =1-e¥ +x(-2xe ) =
dx

e —2x% ™ = (1-2x%)e ",
Niech teraz f'(x) <0, czyli (1- 2x2)e”‘2 < 0. Tak wigc

f(X)<0 & (1-2x)e™* <0 < (1-2x3)<0 < 1<2x? < %<x2.

1 1
W szczegdlnosci jezeli ﬁ<x, to §<X2, a z powyiszej réwnowaznosci wynika, ze wtedy

f’(x) < 0. Oznacza to, ze na przedziale (1/\/5, ) pochodna jest stale ujemna, wiec funkcja jest

Scisle malejaca na tym przedziale, co gwarantuje, ze jest réznowartosciowa.

Pokaza¢ nastepujgca nieréwnosé dla kazdego X e R :
2
X
cosx>1-——.
2
Rozwigzanie

2
X
Niech f(X)=cosXx - Wystarczy teraz pokazaé, ze f(x)>1 dla X € R. Poniewaz funkcja f

jest parzysta: f (—x) = f(X), to wystarczy udowodnié¢ nieréwnosé dla X > 0.
Policzmy pochodng

!’

, d X2 , X2 . . _
f'(X)=—] coOsSX+— |=C0S'X—| — | ==SinX+ X >—-sinX+sinx =0,
dx 2 2



gdzie wykorzystali$émy nastepujacg nieréwnoéé: X >SinX dla X >0. Tak wiec f jest niemalejaca
02
dla x>0, czyli f(x)> f(0) dla X=>0. Poniewaz f(0)= COSO—? =1, to ostatecznie f(x)>1

dla X >0. Ze wspomnianej juz parzystosci funkcji f wnioskujemy, ze nieréwnos¢ jest prawdziwa dla

dowolnego X € R.
Znalez¢ takie b € R, aby funkcja f (X) = x® +bx +5x —1 osiggata minimum w punkcie Xy = 9.

Rozwigzanie
Warunkiem wystarczajagcym na minimum w punkcie X jest: f'(xX)=0 i f"(x)>0. Zastosujmy to
dla podanej funkcji oraz punktu X, =5:
f'(x) = (x* +bx® +5x —1)' = 3x* + 2bx +5,
f"(x) =6x+ 2D,
czyli
f'5)=0 < 3-5°+2b-5+5=0 = b=-8.

Wtedy f"(5)=6-5+2-(-8)=30-16=15>0. Tak wiec dla b =—8 podana funkcja ma minimum

w punkcie X; =5.
Podac jak zalezy liczba rozwigzan rownania
ax=Inx,
w zaleznosci od parametru a € R.
Rozwigzanie

Zacznijmy od interpretacji geometrycznej podanego rownania. Jest ona przedstawiona na ponizszych
rysunkach, gdzie sg przedstawione wykresy funkcji wystepujgcych po obu stronach naszego
réwnania. Jeden wykres (Rys. 1) jest dla @ =1, a drugi (Rys. 2) dla a =0, 3.



y=ax 14 y=Inx
dla a=1

0,5 4
y=0x
dla a=0,3
O T T T T T
01 0,6 1,1 1,6 2,1 2,6
0,5

Rys. 1. Dla @ =1 réwnanie ax =In X nie ma Rys. 2. Dla @ =0,3 réwnanie ax =InX ma jedno
rozwigzan. rozwigzanie.

Z wykresow tych wida¢, ze dla pewnych parametréow a réwnanie nie ma rozwigzan, dla pewnych ma
dwa, i dla granicznej wartosci istnieje doktadnie jedno rozwigzanie naszego réwnania. Ten przypadek

graniczny jest na Rys. 3.

1,5

y=ax
dla @ granicznego

0,5 y=Inx
D T T T
01 1,1 2,1 31
-0,5

Rys. 3. Dla pewnej wartosci granicznej a = a, rownanie a X = Inx

ma dokfadnie jedno rozwigzanie.

Wida, ze graniczna wartos¢ a, moze by¢ otrzymana z warunku, ze stycznado y = In X w pewnym

1
punkcie X, jest rowna y =a X. Stad mamy a, = (InX)'|,_, = e Ponadto a X, =Inx,, co daje
0

nastepujacy ukfad réwnan




Stad mamy a X, =1 1=In Xy, czyli X, =¢€, a, = e ', Ostatecznie mozemy stwierdzié, ze

e Dla a>e™ réwnanie ax =InX nie ma rozwiazar.

e Dla a=e réwnanie ax =InX ma doktadnie jedno rozwigzanie (X, =€).

e DlaO<a<e réwnanie ax = In X ma doktadnie dwa rozwigzania.

Regula de I'Hospitala

Obliczanie symboli nieoznaczonych — i

olo

818

Twierdzenie.
Zatézmy, ze f i g sa rézniczkowalne w otoczeniu punktu X,, przy czym g’(X) # 0 w tym otoczeniu,

oraz
lim f (x)=Ilimg(x) =0, (2)
X—>Xo X—>Xg

albo
lim f(x) =lim g(x) = oo, (3)
X—>Xg X—Xg

Jezeli istnieje granica ilorazu pochodnych

lim ().
X=X, g’(x)

(4)

to istnieje granica ilorazu tych funkgcji i jest réwna granicy ilorazu pochodnych

mm: lim f'(x).
% g(X)  *% g'(X)

(5)

Przyklady. Obliczy¢ podane granice funkcji

. Inx . Inx
a) lim——- lim—-.
x>l X —1 x> X

b) limx*, limx*.

x—0* x—0*"
. SinX ,.  X-—sinX
c) lim ,im -
x—0 X x—0 X
. xctgx—1 . sinax-—sin gx
d) |Img—2, lim ﬂ.
x—0 X x—0 X
. Inx . €
e) lim—, lim—.

X—0o ¥ x—0 Xk



Twierdzenie (Warunek konieczny ekstremum lokalnego).
Jezeli funkcja f :(a,b) >R ma w punkcie X, €(a,b) ekstremum lokalne i jest w tym punkcie

rézniczkowalna, to jej pochodna w tym punkcie jest réwna zeru
f'(x,) =0.

Twierdzenie (Rolle’a).
Niech funkcja f bedzie ciagta w przedziale domknietym [a, b] i rézniczkowalna w przedziale

otwartym (@, b). Jesli f(a)= f(b), toistnieje taki punkt c
a<c<b,
w ktérym pochodna f' jest réwna zeru
f'(c)=0. (6)

Sens geometryczny twierdzenia Rolle’a jest nastepujacy: na tuku, ktérego korice majg te samg rzedng
(wartos¢ wspdtrzednej na osi OY), znajduje sie co najmniej jeden punkt, w ktérym styczna jest
pozioma (réwnolegta do osi OX). Prezentuje to ponizszy rysunek. Dla stycznej poziomej kat
nachylenie jest zero, czyli f'(c)=0.

E -
E -4
a4 -
2 1d -
D T T T T T
[l] 1 2 3 4 5
Rys. 4. llustracja twierdzenia Rolle’a

Twierdzenie (Lagrange’a o przyrostach).
Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale domknietym [a, b] i rézniczkowalna w przedziale otwartym

(a, b), toistnieje punkt a<C<b taki, ze

t(e) == 1(@) (bg:;(a).

Dowad. Niech dla x €[a, b]

g(x)=f(x) -

f(b)—f(a) (x_a).
b-a



Zauwazamy, ze ¢:[a, b]—>R jest ciggta w catym przedziale i rézniczkowalna w jego wnetrzu.
Ponadto

f (b) f (a)

g(a)=f(a)- (a-a)=f(a),

o(b) = f(b)—wm—ay: F(b)— f(b)+ f(a)=f(a)

Wiec sa spetnione zatozenia twierdzenia Rolle’a; istnieje wiec ¢ € (a, b), takie ze g'(c) =0. Ale

(= 1(--0 =@,
a
skad
g'(c) = f'(c)— —f(b) f(a)zo:f'(c)z—f(bg:;(a).

Wzor Taylora dla funkcji jednej zmiennej

W?zér Taylora jest jednym z wazniejszych twierdzen w elementarnym rachunku rézniczkowym. Méwi
on, ze funkcje, ktéra jest N —krotnie rézniczkowalna w otoczeniu ustalonego punktu mozna , dobrze”
aproksymowac lokalnie przy pomocy odpowiednio dobranego wielomianu (stopnia nie wiekszego niz
n). Ponadto wzér ten zawiera precyzyjne okreslenie btedu z jakim ta aproksymacja jest uzyskana.
Nalezy tez podkresli¢, ze istnieje wiele wersji wzoru Taylora, ktére rdznig sie tylko sposobem opisania
tego btedu, natomiast wielomian aproksymujacy jest zawsze takiej samej postaci. Najczesciej podaje
sie wersje wzoru Taylora z resztq Lagrange’a lub z resztg Cauchy’ego. W obu tych przypadkach reszta
wyrazona jest w postaci tylko rézniczkowej. Istnieje tez wersja z resztg w postaci catkowej.

Twierdzenie (wzor Taylora z reszta Lagrange’a).
Niech funkcja f :[a, b] >R bedzie n—krotnie rézniczkowalna w sposéb ciggty (tzn. pochodna

f(™M(x) jest ciggta dla x e[a, b]). Wtedy zachodzi réwnos¢

F(b)= f (a)+ f(a)(b— a)+—f”(a)(b A fl)lf“1>(a)(b—a)“1+$f<n>(c)(b_a)":
n-1 ' (8)
_ % “@)0-a)" + f(“’(c)(b ay",

gdzie a<c<b.

Dowdd. Zdefiniujmy pomocnicza funkcje F :[a, b] >R nastepujaco



F(x)=f(b)- f()—f'(x)b- x)— AACICENES f”’(x)(b x)® oD fl)lfm D (x)(b—x)"" -

K- (b-x)",

gdzie statg K € R wybieramy tak, aby F(a) =0. Mozna to zrobi¢, gdyz warunek ten oznacza

K-(b-a)"=f(b)-f(a)—f'(a)(b— a)— f”(a)(b a)’ - —ﬁf(“’(a)(b—a)“,
n-1)!
a poniewaz (a—b)"#0, wiec K wyliczmy dzielagc powyzsza rownos¢ przez (a—b)". Z definicji
funkcji F mamy takze F(b)=0. Oznacza to, ze dla funkcji F:[a, b]—> R rdzniczkowalnej w catym
przedziale zachodzi F(a) = F(b), a zatem z Twierdzenia Rolle’a istnieje a<c<b takie, ze F'(c)=0.

Policzmy teraz pochodng F'(X):

F'(X)=—1'(x)—f"(x)(b—x)+ f'(x)- f(3)(x)(b x)? + f”(X)(b X) +

_i 4 ® 1 () —x) g (N=1) .y 2

3|f (x)(b—x)* + f (x)(b—x)® - (n—l)!f (X)(b—=x) ( 1)'f (X)(b—x)
w1 1 (n) _ v\l _y\n-1

+nK(b-x)"" = —(n—l)!f (X)(b—x)"+nK(b—-x)"".

Jak widaé wszystkie sktadniki — z wyjgtkiem dwéch ostatnich — ulegty redukcji. Poniewaz zachodzi

F'(c) =0, wiec z powyzszej rownosci mamy

F'(c)=—————— ! fO@c)(b-c)"" +nK(b—-c)" " =

(n-1)!

co po podzieleniu stronami przez (b—c¢)" " #0 (gdyz c<b = b#=c), daje

(0 —1)'
1

_ Moy L fm
_(n—l)!nf (C)_n!]c ©)

Podstawiajac teraz otrzymane wyrazenie na K do wzoru na F(X) oraz wykorzystujac, ze F(a)=0

otrzymamy

0="f(b)-f(a)-f'(a)b- a)——f”(a)(b a)” — —Lf‘”‘”(a)(b—a)“‘l—w(b—a)”,
(n=-D! n!

skad wynika wzér (8).



Wzér Taylora (8) wygodnie jest czasami zapisaé nieco inaczej. Po pierwsze punkty a,b mozna
oczywiscie zastgpi¢ dowolnymi dwoma z przedziatu, w ktérym jest okreslona funkcja oznaczanymi
X,,» X €[a, b]. Daje to wzér w postaci

F(x) = F () + () (X~ x)+—f"(x)(x %)+ +(n11) FOD () (x— %) +

(X=%)" T f‘”)(ﬁ)(x Xo)",

1 L fO(x,) ®)
+=fM X=X%)"' =) ——22
o (EI(X=%) kZ? m
gdzie punkt posredni ¢ zostat oznaczony przez &,. Oczywiscie &, €(X,, X), a indeks dolny X ma
podkresli¢, ze punkt &, moze zaleze¢ od Xxe[a,b]. Po drugie, punkt mozemy tez zapisa¢ tak

& =%, +8h, gdzie 0<9<1 jest pewng liczba, ktéra tez w ogdlnosci zalezy od X.

Sh
| ° | >
Xo & Xo+h

Przy takim oznaczeniu punktu posredniego wzér (9) ma postac

FO=10x) + /%) (x- X)+—f"(Xo)(X Xo)" H et . FOD () (X =%,)"" +
( _1)' (10)

+iI f ™ (x, +9h)(x—x,)",
n!

Niekiedy wprowadzamy oznaczenie h=X—X,, a wzér (10) zapisujemy wtedy nastepujgco

f0 +h)= F06)+ F(x)h+ VW@W+ +(_DJ“”UQW* Iﬂw%+9mw. (11)

Wzér Maclaurina
Jezeli funkcja f jest okreslona w otoczeniu zera, to mozna we wzorze Taylora (9) podstawi¢ x, =0.

Otrzymamy wtedy wzdr Maclaurina

HOMEC R PENAICU

2! T (n=1)! n! 12)

f(x)= f(0)+

dla x nalezgcych do odcinka wokét zera, gdzie jest okreslona funkcja.

Przyktad. Zastosujemy wzdér Maclaurina dla funkcji (a) €* oraz (b) sinx. Obie funkcje okre$lone s3 na
catej osi rzeczywistej, XeR, a ponadto posiadajg pochodne dowolnego rzedu (sg nieskorczenie
wiele razy rézniczkowalne). Oznacza to, wzér (12) mozna zastosowac dla dowolnego 1<neNN.

(a) Niech f(x)=e*. Mamy f(0)=1 oraz



f/(x)=(e) =€*, f"(x)=¢", itd. TV (x)=¢* dlak e,

azatem f®(0)=1dla k=0,1,2,... skad dla dowolnego x € R zachodzi

2 3 Xn—l Xn
=l XAt — .t +—e*, (13)
21 31 (-1 nl

gdzie 0<3<1. Liczba 9 zalezy od x.
(b) Niech f(x)=sinx. Mamy f(0)=0 oraz

f'(x)=(sinx)"=cosx, f"(x)=(cosx) =-sinx, f"(x)=(-sinx)" =-cosx,
f@(x) = (~cosx)' =sinx, f®(x)=(sinx)'=cosx,...
a zatem
f'(0)=cos0=1, f"(0)=-sin0=0, f"(0)=-cos0=-1,
f®(0)=sin0=0, f®(0)=cos0=1,...
tji. £'(0)=1, f"(0)=0, f®0)=-1 f®(0)=0, f®(0)=1,... Mozna to zapisa¢ w skrdcie tak

f &)= (-1)*, f®0)=0 dla k=0,12,...

Ostatecznie wzor Maclaurina (12) dla f(x) =sinx przyjmie posta¢ (dla wygody zapisujemy

godla n—2n+1)

3 5 7 n 2n -1 n+l,,2n+1
. X X 1 -1)"x
SINX=X——+—— ( ) X )

T TR TS TR T TR (1)

Wida¢, ze reszta, mimo iz zawiera nieznany parametr % (0, 1), moze by¢ tatwo oszacowana
z gory:

2n+1

( l)n+1 2n+l
(2n+

2n+l | |2n+1 | Xl
cos(9x) |< 1= .
1)l (2n+1)! "~ (2n+1)!

()‘

Oznacza to, ze gdy przyblizamy funkcje sin X wielomianem

. X3 XS X7 (_1)n X2n—1
SINX=X——+———+...+——+¢,
3t 5 71 2n-1!
to btad ¢ jest nie wiekszy niz (‘2L+l), Na przyktad sin(0,2) przyblizymy nastepujaco
sin(0,2)=0,2— 027 2) +£=0,198667 + ¢,
gdzie |el< (';';:1), % = '0;52!‘5 =2,67-10° Tak wiec mamy sin(0,2)~0,198667 z

doktadnoscia do pieciu miejsc po przecinku. Gdy w rozwinieciu Taylora dla sin(0,2)



weZmiemy jeszcze jeden sktadnik (Scislej méwigc dwa, ale jeden jest zerowy, wiec mowa tu o
kolejnym niezerowym), to otrzymamy

0,2° (0,2)°

0, 02

sin(0,2)=0,2 - BT + £ =0,198669(3) + ¢,

gdzie |g|s%=2,54-10’9. Tak wiec mamy sin(0,2) ~0,19866933... z doktadnoscia do

o$miu miejsc po przecinku.

Przyblizanie pochodnych przy pomocy skonczonych ilorazéw réznicowych

Czesto zachodzi potrzeba przyblizenia pochodnych przy pomocy wartos$ci samej funkcji. Przyktadowo
problem ten pojawia sie w Metodach numerycznych przy rozwigzywaniu tzw. réwnan rézniczkowych.
Najprostszy sposéb uzyskania takiego przyblizenia sugeruje sama definicja pochodnej (1), z ktérej
wynika nastepujgce wyrazenie

fO6+h) = (%)

o (15)

(%)=
Przy czym spodziewamy sie, ze w ogolnym przypadku im mniejsze bedzie |h|>0, tym lepsze bedzie
przyblizenie. Okazuje sie, ze btad przyblizania pochodnej wg wzoru (15) zalezy liniowo od |h|, czyli

dwukrotne zmniejszenie | h| daje w ogdlnosci tylko dwukrotnie lepsza doktadnos¢.

W ilorazie réznicowym (15) zaktadamy tylko h =0, ale w zastosowaniach wyrdzniamy dwa przypadki
(a) dodatni przyrost, h>0 oraz (b) ujemny przyrost, —h<0. Mamy wtedy rdznice skornczong ,do
przodu” i ,,wstecz”:

F1(x,) ~ “2_ 10%)  gdzie h>0, (16)
oraz
f'(%,) = f(%) - f(xo_h), gdzie h>0. (17)

h
Ostatnie wyrazenie powstaje z podstawienia —h do (15) w miejsce h.

Doktadniejszy sposéb przyblizania pierwszej pochodnej daje iloraz réznicowy ,centralny”

_F )= f(x,—h)

F'(%) o

(18)

w ktorym btad jest rzedu h?.

Wzér Taylora moze by¢é wykorzystywany do wyprowadzania rdéznych ilorazow rdznicowych
przyblizajgcych pochodne oraz do doktadnego oszacowania btedu przyblizenia.

Twierdzenie. Niech f :[a, b] >R bedzie dang funkcja oraz X,, X, £h [a, b]. Wtedy



a) jezeli f jestrdzniczkowalna dwukrotnie w sposoéb ciggly, to

(1) = V=10 o (19)

gdzie |r(h)|<M-|h| oraz stata M >0 nie zalezy od X, h.

b) jezeli f jestrdzniczkowalna trzykrotnie w sposdb ciggty, to

f(x+h) —f(x—h)

(%)= on

+r(h), (20)

gdzie | r(h)|<M -h? oraz stata M >0 nie zalezy od X, h.

Jak widaé z tego twierdzenia aproksymowanie pierwszej pochodnej przy pomocy ilorazéw
réznicowych do przodu i wstecz jest rzedu O(h), natomiast iloraz centralny daje aproksymacje rzedu

o(h?).
Dowdd. Podstawowym narzedziem bedzie wzér Taylora. Z (11) mamy dla h

f(x,+h)=f(x)+ f’(xo)h+% £ (%, +9hyh?,

FO6 M) = F06) o,
) T0o)

(x0)+%f”(x0 + Sh)h,

zatem |r(h)|=%|f”(x0+,9h)||h|s%ma>é{|f”(x)|}|h|=M-|h|, gdzie  jak  widzimy

M =%ma>§{| f"(x)|[}<oo. Skoriczonos$¢ statej M wynika z zatozenia, ze f ma druga pochodna

ciagta na przedziale [a, b].

Przypadek réznicy centralnej analizujemy podobnie, ale tym razem wzoér Taylora (11) wykorzystamy
dwukrotnie: raz podstawiamy h, a za drugim razem podstawiamy —h:

f (% +h)=f(x)+ f'(x)h +% f"(x,)h? +% f"(x, +&h)h*,
f(x, —h)="f(x)-f'(x)h +% f"(x,)h’ —% f"(x, —%h)h
gdzie 4, 4, €(0,1) nie musza by¢ réwne. Odejmujgc stronami
f(x, +h)—f(x,—h)=2f"(x,)h +%(f (%, +%h) — f"(x, — SHh))h,

i dzielgc przez 2h otrzymamy

f % +h) -0 —h)
2h

=f'(%,) +%(f "(%, +&h)+ f"(x, —%h))h?,



zatem [ r(h) == | (£"(x,+ 40) + £"(% - SM)[0° <2 max] 1700 " =M -1,

Twierdzenie uzasadnia wczesniejsze uwagi dotyczgce jakosci przyblizania pochodnej podanymi

ilorazami réznicowymi. Podaje tez precyzyjne warunki (istnienie ciggtej pochodnej f” lub "), alew
praktyce wyrazamy te zatozenia piszac, ze funkcja powinna by¢ , dostatecznie regularna”.
Do aproksymowania drugiej pochodnej czesto wykorzystujemy nastepujacg réznice centralng
f(x,+h)+ f(x,—h)—2f(x
) o O+ F06 =R =21 06) o1)

h2
gdzie btad — jak za chwile pokazemy — jest rzedu h?.

Twierdzenie. Niech f :[a, b]—>R bedzie funkcjg czterokrotnie rézniczkowalng w sposdb ciagty

oraz X,, X, £he[a, b]. Wtedy

f(x,+h)+ f(x,—h)—2f(x,)

(%)= 2 +r(h),

gdzie | r(h)|< M -h? oraz stata M >0 nie zalezy od X,, h.

Dowdd. wzér Taylora (11) wykorzystamy dwukrotnie: raz podstawiamy h, a za drugim razem

podstawiamy —h:
' 1 ” 2 1 m 3 1 4 4
f(x,+h)=f(x)+f (xo)h+§f (x,)h +§f (%,)h +Ef (X, +3h)h?*,
F(x,—h)= f (%) — f’(xo)h+% £7(x,)h? —% £7(x)h? +% £ (x, + Gh,
gdzie 4, 4, €(0,1) nie muszg by¢ réwne. Dodajemy stronami

f (X +h)+ f(x,—h)=2F(x)+ f '(xo)h+% £7(%,)h? +%(f @ (%, +3h) + T @ (x, + $h)h*,

co po uporzadkowaniu i podzieleniu przez h? daje

Hot D2 T =Z2R06) _ )+ (11906 + )+ 1905, + SN,

zatem
1
r() =] (FO 0% +8h)+ £ (% + &) |h* <

< 2—14(SU|0{| fOX) 3+ supq{ f@(x)[Hh® = é supg] £ () B2 =M -h?,

a<x<b as<x<b

gdzie M =%Sup{| f@(x)[}<oo.

a<x<bh



Interpolacja wielomianowa

W?zér Taylora moze by¢ interpretowany jako sposdb przyblizania funkcji na podstawie informacji o tej
funkcji w wybranym punkcie X,. Informacje te to wartosci funkcji oraz pochodnych w tym punkcie,

czyli {f (%), T'(%), T "(%)s-- £ (%)} Majac te ,,dane” mozemy funkcje przyblizy¢ wzorem (10)
f(X) = f0%)+ /(%) (x—X )+— f7(%) (X = %) +. o : f(")(X Y(X=%)" + R, (X),

gdzie le(x)— f‘”’(§ Y(X—x,)" oraz & e(X,, X) jest pewnym punktem zaleznym od x. Oznacza

to, ze f(X) jest przybllzana wielomianem, a btad przyblizenie wynosi R_.,(X). W wielu sytuacjach

zachodzi limR,,(x) =0, wiec mamy tu faktycznie przyblizenie wartosci f(x) wielomianem
n—o0

FO6)+ F/0%)(x= Xo)"'  FO0)(x- X0)" +- +i )X =%)".

Niejako drugi skrajny przypadek jest wtedy, gdy informacje o funkcji s3 najbardziej podstawowe, tzn.
znane sg tylko wartos¢, ale w réznych punktach. Mozemy to sformutowac nastepujgco: dane sg rézne
punkty X, <X <...<X,;znalez¢ wielomian p(X) taki, ze

p(x)="f(x) dlai=01...n. (22)

Wielomian taki jest dos¢ tato podac. Niech wielomiany bazowe Lagrange’a beda zdefiniowane

nastepujaco
L(x)= (X_XO)“‘(X_X‘*l)(x_x‘“)‘“(x_XO) H X dlai=0,....n. (23)
(% = %) (% = X)X = Xiy0) - (X — ; =X
Wida¢, ze L; sa wielomianami stopnia n oraz
(%)=&, = 1 dla k =i, (2)
== gk
Stad mamy nastepujgce rozwigzanie problemu (22)
P() = F (%)L 00 + F )L )+ F (%)L, () = D F (%)L (). (25)
i=0

To co nas bedzie dalej interesowato to jest btad przyblizania funkcji f wielomianem p. Innymi

stowy chcemy oszacowac réznice f (x)— p(x).

Twierdzenie. Jezeli f e C"([a, b]), a wielomian p stopnia n spetnia warunek interpolacji (22) dla

réznych punktéw x,,X,,...,X, €[a, b], to zachodzi réwnos¢

f(X)—P(X)+( Y FOPEIX=%p)--.(x=X,), (26)



dla pewnego punktu a<¢&, <b.

Dowdd. Po pierwsze zauwazmy, ze wzor (26) jest prawdziwy dla kazdego X =X; (wtedy obie strony
sg réwne zero). Dlatego dalej mozemy ograniczy¢ sie do przypadku x ==X, dla i=0,...,n. Metoda

dowodzenia jest podobna do zastosowanej w dowodzie wzoru Taylora. Definiujmy pomocnicza
funkcje F :[a, b] > R nastepujaco

Ft)=f(t)—pt) -K{t-x)-...-(t=x,), (27)
gdzie K jest statg (za chwile jg okreslimy) oraz p(t) jest wielomianem interpolacyjnym (25), ale

zmienng jest teraz t: p(t):Zf(xj)Lj(t). Dla ustalonego xe[a,b] definiujemy K tak, aby
i=0

F(x)=0, tzn.

F(X)=f(X)—p(X)—K(X—=X,):...-(x=x%,)=0,
f () - p(X)

(X=X e (X=X )

Wyrazenie na K jest poprawne, gdyz (X—X,)...(Xx—X,)#0, co wynika z tego, ze X &{X,,...,X,}-
Przy tak dobranej statej K funkcja F:[a, b] >R ma n+2 miejsc zerowych, {X, X,,..., X, }:

F(x)=1(x)—p(x)—K(X—=%X) .(X =%)....(x, =%X,)=0 dlai=0,...,n,

F(x)=0 (zdoboru K).

Poniewaz F jest rdzniczkowalna, wiec pomiedzy kazdg parg dwdch sasiednich miejsc zerowych musi
istnie¢ punkt, w ktérym pochodna F’ jest réwna zero (wynika to z twierdzenia Rolle’a). Poniewaz
wszystkich sgsiadujacych par jest n+1, wiec mozemy stwierdzi¢, ze F':[a, b] >R posiada n+1
miejsc zerowych (po jednym w kazdej parze wyznaczajgcej odcinek, na koncach ktérego wartosci F
s réwne). Zatem mamy 2z, <Zz,<...<Zz,,, takie, ze F'(z)=0 dla i=1...,n+1. Rozumujac
analogicznie dla F':[a, b] > R, ktéra ma n+1 miejsc zerowych, wnioskujemy, ze F":[a, b] >R ma
n miejsc zerowych. Kontynuujac to rozumowanie dochodzimy do wniosku, ze pochodna F™ ma
co najmniej jedno miejsce zerowe, zatem

J&e(a b): F™(&) =0, (28)
Korzystajac teraz z postaci funkcji F, wzér (27), obliczamy n+1 pochodna:

FOO@) = £ (1) - pm ()~ K((t=%,) -t =%))"" = F OV (1) - (n+DIK, (29)

Gdyz p(t) jest wielomianem stopnia co najwyzej n, wiec p"™P(t)=0, a (t—X,)-...-(t—x ) jest

n+l

wielomianem stopnia doktadnie n+1 przy czym sktadnik sktadnikiem o najwyzszej potedze jest t"",

skad (t")™Y =4 (t"*) = (n+1)!. taczac teraz wzory (28) oraz (29) otrzymujemy

- dtmt



1

(n+1) _ — —
fOVE —(n+)IK =0 = K P

f (n+1) (5)1

co po wstawieniu do wzoru (27) oraz wykorzystaniu rownosci F(x) =0 daje

f(¥) = P(X) == F D)X= %) ... (x=%,) =0,
(n +)

a to jest réwnowazne ze wzorem (26).

Na podstawie réwnosci (26) z podanego twierdzenia mozemy oszacowac btad interpolacji w sposdb
nastepujacy. Niech M >0 oznacza najwiekszg wartoé¢ pochodnej ™ czyli

M =sup | ™ (x)],

xela,b]

to dla wszystkich x €[a, b] mozemy zapisa¢ oszacowanie na btad interpolacji:

| f(x)-p(X¥)I<

- X X—X 30
o 1),|( ARNCESIN (30)
Przyktad. Jak jest doktadnosé przyblizenia wartosci sin38° w oparciu o znajomosé funkcji sinx dla
0,30, 45" oraz 60°?

Rozwigzanie: Musimy pamietaé, ze funkcje trygonometryczne sg tak naprawde zdefiniowane dla
miary tukowej (radiany). Przejscie od miary wyrazonej w stopniach do tukowej to a — «-7/180.
Zatem wezly interpolacji Xy, X, X,, X, to 0, z/6, 7/4, #/3. Poniewaz f™(x)=f®(x)=sinx,

wiec M = sup |sinx|<1. Korzystajgc z oszacowania (30) dostajemy
XE[O,%]

|sinx—p(x) [<

&5 000D DD 5 X DD

Dla 38 mamy x=38- —=19—” dostajemy
180 90

4

|S|n(1971) p(lgﬂ') |< | 197z 1971' _ 7[)(197[ _ 71')(197[ _ 71') |_ 24 ég gg %)(% _%)(%_%) —

_ 7' 1463

=————<0,000182.
24 32805000

Optymalny dobér weztéow

Na podstawie oszacowania btedu (30) wida¢, ze wielko$¢ tego btedu zalezy od rozmieszczenia
punktéw interpolacji X,,X,,...,X, oraz oczywiscie od samego punktu X. Mozemy jednak postawi¢



pytanie czy jest jakis ,najlepszy” wybodr weztéw, ktéry gwarantowatby najmniejszy btgd? Po pierwsze
zauwazmy, ze dla ustalonych X,,x,...,X, btad interpolacji w ustalonym punkcie X €[a, b] zalezy od

wyrazenia
[ (X=Xp) - (X=X;) ]

Istnieje tez najwieksza wartos¢ tego btedu, gdy bedziemy zmieniali X €[a, b]. Wprowadzmy wiec

oznaczenie

D(Xy- -0 X)) =maX [ (X=X) o o (X=X,) |-

a<x<b

D(X,,...,X,) oznacza wiec maksymalny bfad jaki moze pojawic¢ sie gdy dokonujemy interpolacji dla

réznych punktéw x €[a, b]. Z tego okreslenia mamy oczywistg nieréwnos¢

| f(X)—p(x) < LCD(XO,.‘.,XH) dla dowolnego x [a, b],
(n+1)!

M
(n+1)!

Teraz chcieliby$my mie¢ tak wybrane punkty a<x, <x <...<X,<Db, aby btad ten byt minimalny.

co oznacza, ze btad przyblizenia jest ograniczony przez ®(X,,--.,X,) niezaleznie od x<[a, b].

Inaczej pytamy o takie wezty, dla ktérych ®(X,,...,X,) osigga minimum:

D(X5,...,X; )= min  D(Xy,...,X,).

TR
asxy<...<x,<b

Dla wygody optymalizacje tg przeprowadza sie na unormowanym odcinku [-1, 1]. Mamy wiec

nastepujacy problem optymalizacji: wyznaczy¢ —1<x, <...< X, <1 takie, ze

min max|(x—xo)-...-(x—xn)|:[n£i<l|(x—x;)-...-(x—x;)|.

—1<Xg .. Xy <1 —1<x<1



