Ciagi i szeregi liczbowe

Definicja. Jezeli kazde] liczbie naturalnej przyporzadkowana zostata jakas liczba rzeczywista, to
mowimy, ze zostat okreslony cigg liczbowy (nieskoriczony). Formalnie oznacza to, ze ciag liczbowy
jest funkcja o dziedzinie bedacej zbiorem liczb naturalnych

a:N->R
Zazwyczaj ciag liczbowy zapisujemy w postaci &,,a,,...,a,,... lub (a,),_, (czesto skracamy ten zapis
do postaci (an) ). Liczby wystepujace w ciggu nazywamy wyrazami ciggu, a wyrazenie @, nazywamy

0gdolnym wyrazem ciggu (lub n-tym wyrazem ciggu). Bardzo czesto (ale nie zawsze) cigg mozna
zdefiniowac podajac ,,wzor” na ogdlny wyraz ciggu.

Przyktady
1) a, = n?, poczatkowe wyrazy: 1, 4, 9, 16, 25,...
2) a, =(-1)", poczatkowe wyrazy: -1, +1, -1, +1, -1, +1,...
3) a, :1—1, poczatkowe wyrazy: 0,1/2, 2/3, 3/4, 4/5,...
n

4) a,=n-—ta liczba pierwsza, poczatkowe wyrazy: 2, 3,5, 7, 11,...
5) a,=#{keN:k<norazk jest liczba pierwsza}, poczatkowe wyrazy:
0,1,223,3,4,4,4,4,5,...

Zauwazmy, ze pierwsze trzy przyktady sg stosunkowo proste: aby obliczy¢ jaki$ wyraz ciggu wystarczy
podstawi¢ do wzoru odpowiednig wartos¢ N. Na przyktad:

Ad1) a,=3*=9,a, =7"=49.
Ad2) a, =(-1)° =-1 a, =(-1)"* =+1.
Ad3) a,=1-1/4=3/4, a,,, =1-1/100=99/100 =0, 99.

Natomiast w przypadku 4) i 5) nie dysponujemy takimi formutami. W przyktadzie 4) chodzi tak
naprawde o ponumerowanie wszystkich liczb pierwszych (wiadomo, ze jest ich nieskoriczenie wiele;
pierwszy dowéd pochodzi od Euklidesa). W arytmetyce najczesciej uzywa sie na ten cigg oznaczenia

(pn). Dla nieduzych N € N nie ma problemu z podaniem odpowiedniego wyrazu ciggu, np. ps =11

czy Py = 23, ale dla bardzo duzych N moze to byé powazny problem. W przypadku 5) (symbol #

oznacza tutaj liczbe elementéw zbioru czyli moc zbioru) cigg mozna opisac tak:
N —ty wyraz méwi ile jest liczb pierwszych mniejszych lub réwnych n.

Ciag ten jest bardzo wazny w teorii liczb i przewaznie stosuje sig tam oznaczenie 7,. Tak wiec mamy



s =#keN:k<6oraz k jest liczba pierwsza} =
=#{2, 3,5}=3.

m,=#{keN:k<13oraz k jest liczba pierwsza} =
=#{2, 3,5, 7,11, 13} =6.

Aby obliczy¢ n—ty wyraz ciggu (7zn) mozemy wypisa¢ wszystkie liczby pierwsze mniejsze lub réwne
N ije policzyé. Jednakze dla duzych N moze to by¢ trudne lub wrecz niemozliwe. Niestety nie ma

zadnego ,wzoru” na ciag (7,), ale do$¢ dobrze jest zachowanie sie tego ciggu dla duzych n.

T
Zauwazmy, ze wyrazenie —- mowi ile $rednio jest liczb pierwszych w zbiorze {1,2,...,n}. W roku

n
1896 Jacques Hadamard udowodnit twierdzenie, ktére méwi ze stosunek ten jest asymptotycznie
réwny 1/Inn. Mozna to nieformalnie wyrazié tak

T
—tr—, (1)
n Inn

przy czym im wieksze jest n, tym dokfadniejsze jest to przyblizenie. Zauwazmy, ze wynik ten oznacza,

ze ,gestos¢” rozmieszczenia liczb pierwszych maleje do zera wraz ze zwiekszaniem sie przedziatu

[1, n].
Ciagi monotoniczne
Definicja. Mowimy, ze ciag (a,) jest:
(i) rosngcy (silnie rosnacy), jesli
a,<a,, dla kazdego neN
(i) niemalejgcy (stabo rosnacy), jesli
a,<a,, dlakazdegoneN
(iii) malejgcy (silnie malejacy), jesli
a, >a,,, dlakazdego neN
(iv) nierosngcy (stabo malejacy), jesli
a,>a,,, dlakazdegoneNl.

Ciggiem monotonicznym nazywamy cigg, ktéry jest niemalejgcy lub nierosnacy.
Przykiad.

Pokazemy, ze cigg dany wzorem



_n

T n+1’

n

jest rosnacy. W tym celu obliczymy réznice a,,, —a, i zobaczymy, ze jest ona dodatnia. Mamy zatem

g N+l _(n+1)’-n(n+2) n*+2n+1-n*-2n
" n+2 n+l (n+2)(n+)) (n+2)(n+1)
S

(n+2)(n+1)

Mamy wiec a,,, —a, >0, skad a_,, > a, co inaczej zapisujemy jako a, <a,,,dla neN.

Definicja. Ciag (@,) nazywamy ograniczonym, jesli istnieje liczba M >0 taka, ze
|a, |<M dla kazdego neN.

Definicja ta jest rownowazna nastepujacej: cigg jest ograniczony, gdy istnieje przedziat skornczony, w
ktdrym znajduja sie wszystkie wyrazy tego ciggu.

Przyktady.

3
1) Cigg a, = > jest ograniczony, gdyz

3

2+n

3 3,

|a, |-
2+n 2

Tak wiec w definicji wystarczy wzig¢ M =1,5.

n+1
2) Cigg a, =(-D" T2 jest ograniczony, gdyz
n+1 n+1
a |= —1n = Sl.
13, ‘( ) n“+2| n*+2

Tak wiec w definicji wystarczy wzig¢ M =1.

n*—4n®+22
BBn+d-1

trudno cos powiedzieé¢ o tym ciggu, gdyz wzér jest troche skomplikowany. Ale zauwazmy, ze

3) Ciag a, =4sin jest ograniczony. Na pierwszy rzut oka wydaje sie, ze moze by¢

cate skomplikowane wyrazenie jest argumentem funkcji sinus. Mamy wiec

n*—4n®+2°

Jan+4a-1-

Ale dobrze wiemy, ze funkcja sinus jest ograniczona: —1<sin X <1 czyli | sin X |<1. Tak wiec

a, =4sinx, gdzie x, =



|a, [H4sinx |=4|sinx |<4.

Wystarczy teraz wzigé M =4,

4) Cigg a, =2n+— jest nieograniczony. Wida¢ bowiem, ze jest on suma dwdch ciggoéw: N i
n

1/n. Oile ten drugi jest ograniczony |1/n|<1, to pierwszy moze byé dowolnie duzy.

Jednym z wazniejszych pojeé w teorii ciggdw jest pojecie granicy ciggu. Intuicyjnie jest to zwigzanie z
problemem, czy wyrazy ciggu ,zmierzaj3” do jakiej$ wartosci gdy numer staje sie coraz wiekszy. A
zatem pytamy

czy a, —(?), gdy n —>o0?

Jezeli faktycznie wartosci ciggu , koncentrujg” sie wokaét jakiejs liczby (lub pokrywajg sie z tg liczbg), to
ta liczba bedzie granicg ciagu (a,). Niestety formalna definicje nie jest taka prosta i wymaga uzycia

trzech kwantyfikatoréow (i to we wtasciwej kolejnosci). Na szczescie wystarczy na ogot tylko intuicyjne
rozumienie definicji granicy, gdyz do jej obliczania mozna bedzie stosowac wiele pomocnych wzoréw
i zaleznosci, ktérych stosowanie nie wymaga precyzyjnego rozumienia formalnej definicji granicy.

Definicja. Méwimy, ze ciag (&,) jest zbiezny do granicy g € R, jesli

Ve>03dkeNVvn>k |a,—-gle. (2)
Gdy ciag jest zbiezny do granicy ¢, to méwimy tez, ze ¢ jest granicg tego ciagu
Jezeli wprowadzimy fraze ,prawie wszystkie wyrazy ciggu” jako skrot frazy ,wszystkie wyrazy ciggu z
wyjatkiem co najwyzej skoniczenie wielu”, to powyzszg definicje mozemy wypowiedzie¢ w skrdcie

nastepujaco:

liczba g € R jest granicq ciggu (a,), jesli w dowolnym otoczeniu liczby ¢ znajdujq sie

prawie wszystkie wyrazy ciggu (a,).
Ponadto wprowadzamy wazne oznaczenie: jezeli g jest granica ciggu, to piszemy
g=Ilima, (luba, »>g gdy n— x).
n—o0

Przyktad.

Udowodni¢ na podstawie definicji, ze

Dowdd. Wystepujaca w definicji granicy nieréwnosé | @, — g |< & ma w tym przypadku postaé



L—J.‘ <e. (3)

W tym przypadku najlepiej bedzie te nieréwnosc¢ zapisa¢ tak (wykonujac odejmowanie pod wartoscig

L
n+1

Niech wiec dane bedzie dowolne (ale ustalone) & >0 zgodnie z tym co mamy w definicji (2).

bezwzglednga):

n n+l

_ -1|_ 1
n+l n+1|

n+1 n+1

<é&.

Rozwigzujgc powyzszg nierownosc wzgledem n, otrzymujemy

1-¢
n>——.
&

Oznacza to, ze istnieje K, o ktérym moéwi definicja granicy, a mianowicie np. K = (1—¢&)/ ¢. Jezeli

, a to w konsekwencji oznacza spetnienie nieréwnosci (3).

teraz mamy n > K, to oczywiscie n >
&

Granice pewnych konkretnych ciggéw

1) Iimis=0 gdzie s > 0.

nN—oo n

2) limqg" =0 gdy |q|<1.
3) |im£/5:1 gdzie a > 0.

N—oo

4) lim%Yn=1.

nN—o0

Ad 3) Zatézmy najpierw, ze a>1. Oznaczmy &, :Q/g—l. Wtedy mamy 140, :Q/a, a po

podniesieniu do N—tej potegi otrzymujemy: (1+ 5n)” =a. Z e wzoru dwumianowego Newtona

n) (n ny ., :
+| |0, +| . |0, +...=a, czyli
0) 1 2

n 2
1+n@4—2 o, +...=a.

mozemy napisac

Poniewaz a>1, wiec o, > 0. Zatem w powyzszej sumie wszystkie sktadniki s3 dodatnie skad mamy

nieréwnosci 0 <no, <a czyli

O<5n<E
n
\ \

0 0



Tak wiec z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy lim &, = 0. To oznacza, ze lim Q/g =1.
Nn—o0

n—oo

1
Przypadek 0 < a <1 sprowadza sie do juz udowodnionego. Mianowicie teraz mamy — >0, wiec
a

. 1 .. 1 .
1:I|mn/—:llm = limYa =1.
n—w \[ n—oo n/a n—w

Ad 4) Postepujemy podobnie jak w poprzednim przyktadzie. Niech &, = %—1. Wtedy

1+0, :Q/ﬁ,

1+5)" =n,

n(n-1) 5n2
2

1+no, + +...=n,

M§2<n

n—_15nz<1,
2

0<o,< }i
n-1

Tak wiec z twierdzenia o trzech ciggach mamy 6, — 0. Stad wynika, ze IimQ/_ =1.

n—oo

Przyktad. Obliczy¢ granice ciggu a, = n(Q/a—l).

Ta granica jest trudniejsza od poprzednich, gdyz nie wystarczy dos¢ elementarny wzér taki, jak np.
wzor dwumianowy Newtona. W rozwigzaniu wykorzystamy nastepujacg nieréwnosé, w ktérej
wystepuje logarytm naturalny:

X <in@+x)<x dlax>-1. (4)
1+x

Oznaczmy 5n=%—1. Wtedy a,=Nnd,, a wiec musimy obliczy¢ granice limnd,. Mamy

n—oo

nastepujace zaleznosci

5n ZQ/E_]-!
1+6, :Q/a,

1+s6)" =a.

Wezmy logarytm naturalny obu stron ostatniej rGwnosci



ninl+o,) =Ina. (5)

Teraz wykorzystujemy nieréwnos¢ (4) dla X =9,

2 <In(l+5,) <6,
+0

n

mnozymy przez N

no, <nIn(1+4,)<ng,,
+0,

n

i korzystajgc z (5) mamy

no, <Ina<ng,.
1+96,

n

Po podzieleniu obu stron przez NS, otrzymujemy

1 <Ina<

<—<1.
1+0, no,

Poniewaz juz wiemy, ze lim¢g, =0, wiec z powyzszej nieréwnosci (w oparciu o twierdzenie o trzech

n—oo

ciggach) mamy

. Ina
lim—=1,
n—w n§n

czyli lima, =limng, = Ina. Tak wiec szukana granica réwna jest Ina.

n—o n—oo

Przyktad. Obliczy¢ granice podanych ciggéw:

.
" n?+1

sin(4n+3),
a, =sin n+1—ﬁnJﬁ
anZSM(ﬁ n2+1)

Rozwigzanie.

n
n®+1

n
n®+1

n

a = .
3, | n®+1

sin(4n+3)‘: |sin(4n+3) |< —— 1=
n°-+1

n . .
Tak wiec |a, [ ——— — 0, wiec lim|a, |=0 czyli lima, =0.
n-+1 n—oo n—o



+p

. . a
Korzystamy ze wzoru: SIna —SIn f§ = 2c0s 5

a-p

sin 2 . Otrzymujemy

a =sinyn+1-sinv/n =2cos ‘n+;+\/ﬁsin “n+;_\/ﬁz
\/n+1+\/ﬁsi n+1-n n+l+vn . 1

2cos

2 n2(\/n+1+\/ﬁ): 2 *in 2(Jn+1++n)’

=2C0S

Zatem
|an|=2cos‘n+1+\/ﬁ|sin ! |£25in ! |—>O,
2 || 2(n+1+n)| 2(Jn+1++/n)|
gdyz lim L =0
oo 2(fn+1+4n)

Warunki zbieznosci ciagu

Aby wykazaé zbieznos$¢ ciggu wprost z definicji (2), trzeba znaé granice tego ciggu. Na ogét jednak
mamy dany tylko sam ciag (&,) i granice musimy wyznaczy¢ lub uzasadni, ze ona istnieje poprzez
analize wtasnosci ciagu (a,). Potrzebne s3 wiec twierdzenia orzekajace o zbieznosci ciagu, ktore

mozna by stosowaé, nie znajac granicy ciggu. Twierdzenia takie nazywamy warunkami zbieznosci
ciggu.

Twierdzenie

Jezeli ciag (@,) liczb rzeczywistych jest monotoniczny (rosnacy lub malejacy) i ograniczony, to jest

zbiezny w RR.

Powyzisze twierdzenie jest zwigzane z podstawowag wiasnoscig zbioru liczb rzeczywistych, tzw.
aksjomatem ciggtosci. Nie bedziemy tego tematu rozwijac¢, ale zauwazmy, ze analogiczne twierdzenie
nie zachodzi w zbiorze liczb wymiernych Q. Na przyktad jezeli wezmiemy pod uwage ciagg kolejnych

przyblizen dziesietnych liczby x/i e R\Q,

(a,)=(10 1,4 141 1,414 1,4142 1,414211,414213 1,4142135 ...),

to widzimy, ze (a,) = Q, ciag jest rosnacy i ograniczony (np. przez 2), ale nie ma granicy w zbiorze
liczb wymiernych Q. Inny przyktad ciggu liczb wymiernych, ktéry jest monotoniczny i ograniczony ale

nie ma granicy wymiernej (ma natomiast granice w R ) poznamy przy definicji liczby € (patrz (6)).

Twierdzenie (o trzech ciggach)

Dane sa dwa ciagi (@,), (C,) zbiezne do tej samej granicy, lima, =limc, =g. Jezeli wyrazy
nN—oo nN—oo

trzeciego ciggu (bn) sg od pewnego numeru ograniczone z dotu i z géry nastepujaco



a,<b <c, dlanxk,

n

to ciag (b,) jest zbiezny do tej samej granicy: limb, = g.
n—oo

Przyktad. Znalez¢ granice podanych ciggdw wykorzystujac twierdzenie o trzech ciggach.

sin(n® +2)
a ="
a) a, NG
b) a =45-3"+8-7".

o a =Y4.6"-3.4"+11.

Rozwigzanie.

Ad a) Zauwazmy, ze funkcja sinus jest ograniczona: |Sin X |<1, X € R.Zatem
~1<sin(n® +2) <1,
wiec

1 sm(n +2)

VR

sin(n® +2)

o

—0.

N—o0

. 1
Poniewaz |Im[ «Fj =lim— «/; =0, wiec z twierdzenia o trzech ciggach mamy
n—oo

Ad b) Zauwazmy, ze 8-7" <5-3"+8-7"<8.-7"+8.7" =16-7", zatem

Y8.-7" < 5.3 +8-7" <16-7",
738 <4/5.3" +8.7" <7416
Wczesniej pokazalismy, ze IimQ/Ezl dla dowolnej statej a >0, skad IimQ/§=1, IimQ/E=1.

Mamy wiec: I|m<7«/_) = I|m<7»\/ ) 7 czyli z twierdzenia o trzech ciggach

n—o0o

limy5-3"+8-7" =7.

n—o

Ad c) Mamy &, = Q/4-6n -3-4"+11= 62{4—3-(2/3)" +11/6". Zauwazmy, ze
lim(4-3:(2/3)" +11/6") =4,

co w szczegolnosci oznacza, ze dla dostatecznie duzych N mamy



3<4-3-(2/3)"+11/6" <5.

Stad Q/§<Qj’4—3-(2/3)” +11/6" <45, a poniewaz lim¥3=1im%5 =1, wiec z twierdzenia o

N—o0

trzech ciggach mamy lim Q/4—3-(2/3)n +11/6" =1. Ostatecznie

lima, =lim4/4-6" —3-4" +11=6lim§/4-3-(2/3)" +11/6" =6.

n— n—o

Liczba e

Jest to jedna z wazniejszych liczb wystepujacych w matematyce (podobnie jak liczba 7). Najczesciej

liczbe te definiuje sie jako granice pewnego ciggu liczcbowego, ktérego wyraz ogdlny ma postac

a, = (1+ EJ . (6)
n

Aby wykaza¢, ze cigg (6) ma granice sprawdzimy, ze jest on rosnacy i ograniczony.

Stosujmy wzér dwumianowy Newtona do wyrazenia (L+ X)". Mamy tozsamo$¢

@+x)" =1+nx+

n(n-1) e n(n-1)(n-2) o 4 n(n-1)...(n—(n-1) "
2! 3! n! ’

1
w ktérej za X podstawiamy —, co daje
n

n n 21 n 3! n n

() ) D)

+ .
3! n!

(ng“ :1+n£+n(n—l)(1j +n(n—1)(n—2)(£j +m+n(n—l)...(n—(n—l))(ljn _

=1+1+

Analogicznie mozemy zapisa¢ a,,, (tym razem podajemy tez przedostatni sktadnik sumy, aby potem

mozna byto lepiej poréwnac)

L e R )

2! 3! n!




1 1
Teraz porownamy kolejne sktadniki obu sum. Poniewaz n<n+1, wiec _l < — skad
n+ n

-t oot 2 902 903 1 3y
n+1 n n+1 n n+1 n

Ale obie strony powyzszych nieréwnosci sg dodatnie, wiec nierdwnosci sg takze dla iloczynéw. Stad
mamy

' (1— L ][1— 2 j...@_”)
( 1 j ( lj n+1 n+1 n+1
1+—| >|1+ +
n+1 n (n+1)!

czyli

(1—1 )(1—2 j...(l—” j
n+1 n+1 n+1
a.,>a + .

e (n+1)!

(8)

W szczeg6lnosci mamy @, > a, dla dowolnego ne N.

Ograniczono$¢ ciggu mozna uzyskaé analizujgc wyrazenie (7). W rachunku ponizej wykorzystamy
nieréwnos¢ n!> 2" dla n >1.Mamy bowiem
1 1 2
a, :(1+—j =1+1+ n n n

; G G ) G R s

2! 3! n!

[z)
<1+1+l+£+...+l<l+l+l+i+...+ 17 =1+ 2 <1+ ! =1+2=3.
2! 3! n! 2 2° 2"t 1 1

Tak wiec mamy
2<a, <3,
co oznacza, ze ciag (a,) jest ograniczony.

Definicja. Liczba € € R okreslona jest wzorem

e:Iim(lJrlj . (9)
n—o0 n

Definicja ta jest poprawna, gdyz powyzej udowodniliémy, ze granica ciggu wystepujacego w (9)
istnieje.



Mozna udowodnié, ze e jest liczbg niewymierng, réwng w przyblizeniu 2,718281. Logarytm o

podstawie € jest nazywany logarytmem naturalnym i oznaczany symbolem In. Mamy wiec

Inx =log, X.

Uwaga. Zauwazimy, ze nieréwnos$¢ (8) daje wiecej informacji niz sam fakt monotonicznosci ciggu

(a,). Wyrazenie po @, mozna przeksztatci¢ nastepujgco (mnozymy licznik i mianownik przez

(n+D"):

(1—n14)(1—ni1J~(1‘n21j (n+1-1)(n+1-2)...(n+1-n) n(n-1)-...-1

(n+1)! (n+D)'(n+1)"

B 1
(n +1)n+1 !

wiec otrzymujemy

1
a,,—a, > —(n R

Przyktad. Wykazaé, ze

Rozwigzanie. Dla N >1 mamy

wiec

n-1 n
gdyz Iimi=0 oraz |im(l+ij =|im(1+1j =
n—>on =1 n—o0 n-1 n—o n

Twierdzenie

C(n+D)I(n+D)"

(10)



Dany jest ciag liczb dodatnich (a,) — R, . Zatézmy, ze istnieje nastepujaca granica

. a
lim—2 =g, (11)
n—oo an
Wtedy ciag ({‘/an ) tez ma granice oraz
limg/a, =g0. (12)
n—o0
Przyktad. Obliczy¢ granice
. An!
lim (13)
n—o0 n

nl

Rozwigzanie. Zapiszmy wyrazenie

UYn! Ynt ,n!
= =J|— . To oznacza, ze szukana granica (13) ma posta¢ (12) dla
n" n

n Yo
n!

! . a
a, = —. Zgodnie z podanym twierdzeniem musimy zatem obliczy¢ granice lim L Zatem
n n—oo an

tak, aby mozna byto zastosowac powyzisze twierdzenie.

Mamy bowiem

(n+1)!
a,, O+)™ (+)!' n"  nln+l) " 0" 1
a N ()™ nl (n+)"(n+1) n! (n+1)" (n+1)"
n" n"
1 1

Tak wiec

. Yn!
lim

n—o n

(14)

D |-

a‘n +1

Podkreslmy, ze powyzsze twierdzenie méwi, iz z istnienia granicy lim
n—o0 a
n

wynika istnienie granicy

lim? a, oraz, ze w takiej sytuacji obie granice sa rowne. Nie mozna natomiast tej implikacji

nN—oo

o NERTI
odwrécic, tzn. moze sie zdarzy¢, ze istnieje |Im{‘fan ale nie istnieje granica lim L

nN—o0 nN—oo a
n

Przyktad. Niech ciag (a,) ma postaé



1, 212121 2,.. (15)

. . a
Pokazaé, ze istnieje lim ,n}an ale nie istnieje granica lim L,

n—oo nN—o0 an
Rozwigzanie. Poniewaz 1=1 wiec ciag (Q/a) ma postac
11 g/El 1! éjzl l! \6/51 l! \8/51 see

Widaé, ze co drugi wyraz tego ciggu to Z\kﬁ=\k/21/2. Na mocy wykazanej wczesniej granicy
lim%/a =1 mamy zatem lim %2 = lim X/2Y2 =1. Oznacza to, e ciag (v/a,) zawiera dwa podciagi:
—0 -

nN—oo

1111111%...

i kazdy jest zbiezny do 1, czyli Iimﬂ/an =1. Z drugiej strony, jezeli weZmiemy pod uwage ciag

(a,,,/a,), to maon postac
2,1/2, 2,1/2, 2,1/2, 2,1/2,...
Widzimy, ze sktada sie on z dwdch podciggdw, z ktdrych jeden jest zbiezny do 2 a drugi do 1/2. Tak

. C R TI - e
wiec nie istnieje granica lim —*,
n—o0 an

Twierdzenie (Cauchy’ego)

Dany jest ciag liczbowy (a,)cR,, ktéry ma granice, lima,=g. Wtedy cigg srednich
nN—oo

arytmetycznych
+...+a
b, = 2 Y
n

tez jest zbiezny i ma te samg granice:

. +...+a

I|mu = (16)

n—oo n

Przyktad. Obliczy¢ granice nastepujgcego ciggu

« _1+\/§+$/§+...+Q/ﬁ
. .

n

Rozwigzanie. Zauwazmy, ze cigg wystepujgcy w tym przyktadzie ma posta¢, ktéra odpowiada
sformutowanemu powyzej twierdzeniu. Wystarczy przyjgé



i wtedy mamy

_ata,+..ta,
n

X

n

. . 7 e e .z . H N H n _ . . . .
Poniewaz wczesniej pokazalismy, ze !Im Ya, = IIm\/ﬁ—l, wiec na mocy powyzszego twierdzenia

—»00 n—o0
mamy
) o 1+42+33+...+4n
limx, =lim V2433 {;L
n—oo Nn—oo n
ZADANIA

Zad 1) Sprawdzié, czy podane ciggi s3 monotoniczne i ograniczone:

n 2 _
(a) a, :31”’ b) a, =4—|, c)a, =n+2—3nl
n! n

Zad2) Korzystajgc z definicji granicy pokazaé, ze

a) lim1*_3 b) tim T2 o, ¢) liminn,

n-oo n—1 nowo N n—o

Zad3) Obliczy¢ granice podanych ciggow:

a)a =
)”3n

zn 4cos(n!+2), b) a, =sinvn+1-sinh, c) a, =n@/n®+n-n),
+

Unl
d) an:ni, e)a = n

Ut




