Zbiory, relacje i funkcje
Zbiory bedziemy zazwyczaj oznacza¢ duzymi literami A, B, C, X, Y, Z,... natomiast elementy

zbioréw zazwyczaj matymi. Podstawg zalezno$¢ miedzy elementem zbioru a zbiorem, czyli relacje
przynaleznosci do zbiory zapisujemy nastepujgco

Xe X,

i czytamy: , X jest elementem zbioru X ” (lub ,, X nalezy do zbioru X ”). Zaprzeczeniem tego zdania
jest ,, X nie nalezy do zbioru X ” co zapisujemy jako

Xe X.

Zbior ktérego elementami sg X,..., X, bedziemy oznacza¢ w nastepujacy sposéb {X,...,X }. W
szczeg6lnosci {X} oznacza zbidr, ktérego jedynym elementem jest X. Zbidr, ktdry nie ma zadnych

elementdw jest oznaczany symbolem & (mozna udowodnié, ze jest tylko jeden taki zbidr). Jezeli
zbidér zawiera ,, duzo” elementdw lub nieskonczenie wiele, to definiujgc zbidor mozemy uzy¢ zapisu

{xe X: o(xX)}
co czytamy ,,zbidr X -6w nalezgcych do X spetniajgcych wtasnos¢ (p(x) ”. Na przyktad
X ={neN: 2|n}.

Oznacza zbidr liczb naturalnych podzielnych przez dwa, czyli jest to zbidr liczb naturalnych
parzystych.

Jezeli pomiedzy zbiorami X oraz Y zachodzi wtasnosc¢

xeX = xev, (1.1)

Tzn. jezeli kazdy element zbioru X jest elementem zbioru Y, to méwimy, ze X jest podzbiorem

zbioru Y (X zawierasie w Y ). Zapisujemy to nastepujgco
XcY lub Y o X. (1.2)

Z tego okreSlenia wynika, ze dla dowolnego zbioru mamy: Jc X, X < X. Mamy takze

nastepujacy fakt
XcYiYcX & X=Y. (1.3)

Definicja. Sumg zbioréw X i Y nazywamy zbiér Z do ktdrego nalezg wszystkie elementy zbioru X
oraz wszystkie elementy zbioru Y. Zbiér taki oznaczamy przez X UY. Formalnie mamy zatem

XxeXuUY < xeX lub xeY. (1.4)

lloczynem zbioréw X i Y nazywamy zbiér Z do ktérego nalezg wszystkie te elementy zbioru X,

ktdre jednoczesnie nalezg zbioru Y. Zbidr taki oznaczamy przez X NY. Formalnie mamy zatem



XeXnNnY < xeX i xeY. (1.5)

lloczyn zbioréw nazywamy takze przekrojem lub czescig wspding zbioréw.
Podstawowe prawa dodawania i mnozenia zbioréw

1) Przemiennosé: X WY =Y U X, XNY =Y N X.
2) tacznosé: (X LY)uZ=XUYUZ), (XNY)NZ=XN(YN2).

3) Rozdzielnosc¢ iloczynu wzgledem sumy
XNYuZ)=(XNnY)u(XNY).
4) Rozdzielno$¢ sumy wzgledem iloczynu
XUl nZ)=(XuUY)Nn (X UY).

5) XcXuY, Xud=X, XuX=X.
6) XNYc X, XNB=J, XNX=X.

Definicja. Roznicg zbioréw X 1Y nazywamy zbidr tych elementéw zbioru X, ktére nie nalezg do

zbioru Y. Zbidr taki oznaczamy przez X \Y. Mamy zatem formalnie

xeX\Y < xeX i xeV. (1.6)

Czesto mamy do czynienia z takg sytuacjg, ze wszystkie rozwazane zbiory sg podzbiorami jednego
,duzego” zbioru U . Na przykfad w rachunku rdézniczkowym jednej zmiennej rzeczywistej wszystkie
rozpatrywane zbiory sg zawarte w zbiorze liczb rzeczywistych, U =R. W takim przypadku réznice

U \ X nazywamy dopetnieniem zbioru i oznaczamy X . Z okreslenia tego mamy oczywiscie
(X9 =X. (1.7)
Twierdzenie. (prawa de Morgana). Dla dowolnych zbioréw X,Y zachodzg rownosci

(XUY) =X“uY*®,

1.8
(XNY) =X"nY". (8)

Iloczyn kartezjanski zbiorow

Majac dane zbiory X,Y mozemy fatwo tworzy¢é nowe zbiory wykorzystujagc poznane dotycz as
operacje sumy, iloczynu czy rdznicy. Okazuje sie, ze mozna zdefiniowad jeszcze jedng operacje, ktdra
w istotny sposéb rozszerza mozliwosci tworzenia nowych zbiorédw. Tg operacjg jest wtasnie iloczyn
kartezjanski. Aby go wprowadzi¢ musimy najpierw okresli¢ pojecie pary uporzadkowane;.
Nieformalnie para uporzadkowana elementéw X Oraz Y jest opisana jako uporzadkowany cigg dwu-

elementowy (X, Y). Precyzyjna definicje podat Kazimierz Kuratowski:



Niech X,Y bedg danymi zbiorami. Jezeli xe X, yeY, to parg uporzadkowang nazywamy

nastepujacy zbiér dwuelementowy
(%, y) ={{3.{x, y}} (1.9)
Z definicji (1.9) wynika podstawowy fakt dla par uporzadkowanych
(L ¥) =06, ¥,) & X =% 1Y, =Y,
Teraz mozemy podaé juz formalna definicje iloczynu kartezjarnskiego.

Definicja. Iloczynem kartezjanskim zbioréw X i Y nazywamy zbiér wszystkich par
uporzgdkowanych (X, Y), takich ze Xe€ X i yeY. Oznaczamy go przez X xY. Tak wiec formalny

zapis jest nastepujacy
XxY ={(x,y): xe X, yeY}. (1.10)
Przyktad

Niech X ={0, 1, 2}, Y ={1, 3}. Wtedy iloczyn kartezjariski

XxY ={(0,1),(0,3),(11),(13),(2,0),(2,3)}.

Niech R oznacza zbidr liczb rzeczywistych, ktéry utozsamiamy ze zbiorem punktéw na proste;j.
Witedy Rx IR mozemy utozsamic z ptaszczyzna.

Dla zbioréw skonczonych okreslamy moc zbioru jako liczbe jego elementéw. Mozna to pojecie
uogdlni¢ dla dowolnych zbioréw (nieskoriczonych). Moc zbioru X oznaczamy przez | X | (spotyka

sie tez oznaczenia # X, X) Mamy wiec
| X |:= liczba elementow zbioru X. (1.11)

Przyktad

a) Jezeli X ={0,2,4}, to | X |=3.
b) Jezeli X ={1,3,5,...,99}, to | X |=55.
c) Jezeli X ={0,{0,13,{0,1,2},{0,{0,1},{0,1,2}}}, to | X |= 4.

tatwo widac, ze dla zbioréw skonczonych zachodzi réwnosc
| X <Y HX|-|Y]. (1.12)

Definicje iloczynu kartezjanskiego mozna uogdlni¢ na dowolng liczbe zbioréw. W szczegdlnosci dla n

zbioréow X,,..., X, iloczynem kartezjariskim nazywamy zbidr wszystkich N -elementowych uktadéw

uporzadkowanych (Xl,XZ,...,Xn) takich, ze X, € X, dla i =1,...,n. Mamy wiec z definicji

Xyxoox X ={(%,....,X.): X X, 1=1...,n}. (1.13)



Zadania
1) Niech | X |=n. Uzasadni¢, ze wtedy | P(X)|=2" gdzie P(X) oznacza zbiér potegowy.

2) Obliczy¢ moce podanych zbioréw

A={-30,-28,-26,...,18,20}
B={neN: n*<10°}
C={xeR: x*-2x*—x=0}
D={xeR: x*+1=0}

X ={0 {2} {{}}}

3) Uzasadni¢ nastepujgce tozsamosci dla zbioréw
a. (AuB)\C=(A\C)u(B\C).

b. A\(B\C)=(A\B)U(ANC).
c. (A\B)uC=((AuC)\B)u(BNC).
d. Ax(BUC)=(AxB)U(AxC).
e. Ax(BNC)=(AxB)n(AxC).

f. Ax(B\C)=(AxB)\(AxC).

4) Uzasadnié, ze

AcB < A\B=YJ < AUB=B.

Relacje
Przypomnijmy, ze iloczyn (produkt) kartezjariski Ax B zbioréw A i B jest to zbidr wszystkich
uporzadkowanych par

AxB={(a,b): ac AibeB}.

Analogicznie okresla sie produkt N zbiorow A x A, x...x A, ktéry sktada sie z uporzgdkowanych

n—ek. Mozemy teraz podaé teoriomnogosciowg definicje relacji (skoncentrujemy sie tylko na
przypadku relacji dwuargumentowych).

Definicja. Relacjg (dwuargumentowg) A nazywamy podzbidr iloczynu kartezjariskiego X xY, a

wiec

X XxY.
Gdy mamy zdefiniowang relacje 72 ijezeli para (X, Y) € &2, to méwimy, ze X jest w relacjiz Y.
Przyktady

a) Relacja mniejszosci < w zbiorze liczb rzeczywistych R. Na przyktad mamy (2, 5) e< alew

praktyce piszemy: 2 <5.



b) Relacja podzielnosci | w zbiorze liczb catkowitych Z. Mamy przyktadowo (3, 6) €|,
(3, 7) ¢|. Oczywiscie piszemy raczej tak: 3|6 czy 3| 7.

c) Relacja prostopadtosci, relacja réwnolegtosci, relacja zawierania sie zbioréw.

d) Relacja pusta w zbiorze X, tzn. &2 = (czyli zadne dwa elementy nie s3 w relacji); relacja

totalna /&&= X x X (czyli kazde dwa elementy X,y € X s3 ze sobg w relacji.

Gdy mamy dane dwie relacje /4 < X xY, 7, Y xZ, to superpozycja (ztozeniem) 7 o /&, relacji
72 1 &, nazywamy taki podzbior X xZ, ze

o7, ={(X,2)e XxZ: 3yeY (x,y) e X oraz (y,z) e 5}
Mozemy to wyrazic tez tak

XKook, 7 < 3JyeY:xKyorazyx,z.

Gdy X =Y =Z, mozna utworzy¢ relacje /o &, ktérg oznaczac tez bedziemy przez 2°.

Rézne typy relacji
Relacja &/ < X x X jest

i) zwrotna (refleksywna), gdy VX . X2 X

ii) symetryczna, gdy VX, y: XZY = YA X

iii) przechodnia, gdy VX,Y,2: XZ2Y | XY = X&Z
iv) spdjna, gdy VX,y: XZ&ZY lub y&x

v) asymetryczna, gdy VX, y: XY = ~ (Y& X)

Przyktady

1) Relacje zwrotne: réwnolegtos¢ prostych, zawieranie sie zbiorow, prostopadtos¢ prostych,
podzielnos¢.

2) Relacje symetryczne: rownolegtos¢ prostych, prostopadtosc prostych, relacja pokrewienistwa.

3) Relacje przechodnie: réwnolegtos¢ prostych, zawieranie sie zbioréw, relacja podzielnosci,
relacja mniejszosci w R, relacja wiekszosciw RR.

4) Relacje spojne: staba mniejszos¢ ().

5) Relacje asymetryczne: relacja mniejszosci (<), relacja bycia potomkiem.
Relacja réwnowaznosci

Jednym z wazniejszych typdw relacji w matematyce sg tzw. relacje réwnowaznosci. Mozna
powiedzieé, ze jest to pewnego rodzaju uogdlnienie pojecie réwnosci.

Definicja. Relacje & w zbiorze X nazywamy relacjg réwnowaznosci, jesli jest ona zwrotna,
symetryczna i przechodnia.

Przyktady



Nastepujace relacje sg relacjami réwnowaznosci:

1) réwnos¢ w dowolnym zbiorze,

2) podobienstwo figur geometrycznych,

3) relacja podzielnosci modulo N (tzw. kongruencja),
4) relacja rownolegtosci prostych.

Funkcje

Jak juz wiemy Sciste pojecie relacji jest sformalizowaniem na gruncie teorii mnogosci intuicyjnego
pojecia zwigzku pomiedzy obiektami. Pojecie funkcji bedzie zas odpowiednikiem intuicyjnego pojecie
przyporzadkowania. W taki bowiem intuicyjny sposdb ,okresla” sie funkcje w szkole (,... jest to
przyporzqgdkowanie, ktére...”). Podobnie jak w przypadku relacji, funkcje bedziemy utozsamiali z jej
wykresem, czyli ze zbiorem uporzadkowanych par. Ale oczywiscie nie kazda relacje bedzie funkcja.
Podstawowg wtasnos¢ wyrézniajgcg funkcje ze zbioru relacji jest prawostronna jednoznacznosc.

Definicja. Funkcjg f ze zbioru X do zbioru Y nazywamy relacje w X xY, ktéra jest

prawostronnie jednoznaczna, tzn. f < X xY :
vx,y,z:(xfyorazxfz)=y=z (1.14)

Pamietajac, ze zapis X fy jest skrotem zapisu (X,y)e f mozemy warunek prawostronnej

jednoznacznosci zapisaé nastepujgco
X, ¥,2:((x,y)e foraz (x,2) e f)) > y=1z

W matematyce spotyka sie czesto dla pojecia funkcji inng nazwe — odwzorowanie. Mozemy wiec
stowa: funkcja i odwzorowanie uzywac zamiennie.

Przyktad
Rozwazmy zbiory X ={1,2,3,4}, y ={a,b,c}. Relacja R< X xY
R={%a), (3.a), (4b)},
jest funkcja, ale relacja S
S={(%a), (2,c).4.b)},
nie jest funkcja.

Wprowadzimy teraz bardzo uzyteczne oznaczenie: funkcje f ze zbioru X do zbioru Y oznaczamy

nastepujaco
f: XY

Z warunku (1.14) wynika, ze dla funkcji mozemy zamiast zapisu X f y uzywaé notacji y = f (x),

ktory odczytujemy jako ,, Y jest wartosciq funkcji T dla argumentu X”.



W przypadku funkcji zdefiniowanych w zbiorach liczbowych czesto postugujemy sie ,wzorem” do
okreslenia funkcji. Na przyktad f :R — R, f(X)=2x+1. W szczegdlnosci mamy wtedy f(3)=7,
f (-5) =-9.

Zadania
1) Wypisac¢ wszystkie mozliwe relacje w zbiorze X, gdzie X ={1, 2}.
2) Dane sg dwa zbiory skoriczone: | X |=n,|Y |=m. lle jest wszystkich mozliwych relacji w

zbiorze X xY ?
3) W zbiorze X =R zdefiniowana jest relacja w sposdb nastepujgcy

XRy < x-y=0.

Poda¢, ktérg z wtasnosci (zwrotnos¢, symetria, przechodnio$é, asymetria, spojnos¢, prawostronna
jednoznacznosé) posiada ta relacja.

4) Sprawdzi¢, ktdora z nastepujacych relacji, okre$lonych w zborze liczb catkowitych 7Z, jest

relacjg réwnowaznosci:
2| x+y, x+Vy|3, |x—-y[£5 x-y=12.

5) Dane s3g zbiory X ={1,2,3}, Y ={1,2}. Wypisa¢ wszystkie relacje f < X xY, ktdre sg
funkcjami.
6) Czy relacja w zbiorze liczb rzeczywistych R — IR xR okreslona nastepujgco

XRyo x=y?

jest funkcja?

Funkcja odwrotna

Definicja. Funkcje f : X —Y nazywamy
a) injekcjg, gdy ma nastepujgca wtasnosé
X, X eX:f(x)="1(X) = X=X,
b) surjekcja, gdy ma nastepujgcy wiasnosc
vyeY IdxeX: f(x)=Yy.
c) Funkcje nazywamy bijekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy jest iniekcjg i surjekcja

Jezeli funkcja jest injekcjg, to méwimy tez, ze jest réznowartosciowa. Dla funkcji, ktéra jest suriekcjg
uzywa sie tez okreslenia, ze jest funkcja ,,na zbior”.



Niech f :IR — R bedzie dana wzorem

2X+1

—— dla x#2,
f(X)=1 x+2

2 dla x=2.

a) Czy f jestsurjekcja?

b) Czy f jestréznowarto$ciowa (iniekcja)?

c) Jezeli T jest bijekcja, to wyznaczyé f ™ (funkcje odwrotna).
Rozwigzanie
Ad a)

Niech y € R bedzie dowolng liczba rzeczywistg. Czy istnieje wtedy X € D, =R taki, ze f(X)=y?
Sprawdzamy: Gdy Y # 2, to

2x+1

X+2

2X+1=y(x+2),

2Xx+1=yx+2y,

X(2-y)=2y-1,
2y -1

x:zy_—y.

Gdy y =2, towezmy X=2, bo f(X)= f(2)=2=y (zdefinicji funkcji f ). Tak wiec pokazalismy,
ze dla dowolnego Y nalezacego do IR istnieje X nalezacy do dziedziny funkcji f taki, ze f(X) =Y.

To oznacza, ze funkcja f jest surjekcja.

Ad b)

Niech f(X,) = f(X,). Musimy pokaza¢, ze z tej réwnosci wynika X, = X,.
Jezeli X, #2 i X, #2, to

2x,+1  2x,+1
X +2 X, +2

Wtedy



2x, +1)(x, +2) = (2%, +1)(X, + 2),

2X Xy + 4%, + X, +2 = 2X, X +4X, + X, + 2,
4%, + X, =4X, + X,

4x, — X, =4X, = X,,

3%, =3X,,

X, = X,

Jezeli X, =2 i X, #2, to

5 2x2+1.
X, +2

Wtedy

2(x, +2) =2x,+1,
2X, +4=2X, +1,
4=1

czyli otrzymalismy sprzeczno$¢, tak wiec, gdy X, =2, to wtedy tez musi by¢ X, =2. Podobnie
pokazujemy, ze nie moze by¢ sytuacji X, #2 i X, =2. W takim razie podana funkcja jest
réoznowartosciowa (iniekcja).

Ad c) Z punktow a) i b) wynika, ze funkcja jest jednoczesnie surjekcja i iniekcjg (réznowartosciowa0,

wiec z definicji oznacz, ze jest bijekcjg. Z rachunku w punkcje Ad a) wynika réwniez jaka jest postac
funkcji odwrotne;j:

o 2y—_ldlay;«tZ,
fo(y)=42-y
2 dla y=2.

Dana jest funkcja f:R*> —R”? okreélona wzorem f(X,y)=(Xy,X+Y). Sprawdzi¢, czy jest

réoznowartosciowa, czy jest surjekcja. Jezeli jest bijekcja, to podaé wzér na funkcja odwrotna.
Rozwigzanie

Roznowartosciowos¢: widaé, ze funkcja nie moze by¢ réznowartosciowa, gdyz jest ,,symetryczna”, a
mianowicie mamy f(X,y) = f(y,X). Tak wiec dla przyktadu f (1, 2)=(2, 3) = f(2,1). Oznacza
to, ze réznym argumentom funkcji mogg odpowiadac te same wartosci funkcji. To oznacza, ze funkcja
nie jest iniekcja.



Surjektywnos¢: bierzemy dowolny element z przeciwdziedziny (&, {) € R? i pytamy sie, czy istnieje

element z dziedziny (X, y) € R? taki, ze f(X,y)=(&,¢). Ze wzoru funkcji oznacza to, ze musza by¢

Xy =¢,
X+y=¢.

Wida¢, ze uktad ten nie bedzie miat rozwiazania, gdy np. £ =0 i £ >0, bo wtedy mamy X+ Yy =0,

spetnione réwnania

czyli Y =—X co po wstawieniu do pierwszego réwnania ukfadu da —x% = & >0, czyli sprzecznosé.

Zatem funkcja nie jest surjekcja.

2
Niech f :(0,00) = (0,0), f(X)=—;.Podac wzér na funkcja odwrotna.
X

Rozwigzanie

Tak wiec f'(y) =3 %

Definicja. Ztozeniem (inaczej: superpozycja) dwoéch funkcji f: X =Y i g:Y —Z nazywamy
funkcje go f : X — Z okre$long nastepujaco:

VxeX:(ge f)(x)=g(f(x))
Przyktady
Niech h(x) =sin(~/X). Wida¢, ze h=go f, gdzie f(x)=+/X, g(X) =sinx.

Niech h(x) =In(Inx). W tym przypadku obie funkcje sg takie same, f(X)=g(x)=InXx. Nalezy

tylko uwazaé na poprawne okreslenie dziedzin i przeciwdziedzin.

f:(, ) — (0, ©), f(x)=Inx,
g:(0,©) >R, g(X)=Inx

Mozna udowodni¢ nastepujgce podstawowe twierdzenie dotyczgce funkcji odwrotnej.

Twierdzenie. Funkcja f : X —Y jest bijekcjg wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja g:Y — X

taka, ze

gof =id, oraz fog=id,.



Funkcja taka jest tylko jedna i jest ona funkcja odwrotng, czyli ft= g.

Zauwazmy, ze z twierdzenia tego wynika, ze funkcja odwrotna jest okreslona przez spetnianie
nastepujgcych tozsamosci

fH(f(x))=x dla xe X,
f(f'(y)=y dlayeY.

Zadania
1) Niech f :IR — R bedzie okreslona nastepujgco

2x+5 dla x#=-2, x#1
f(x)=17 dla x=-2,
1 dla x =1.

Pokaza¢, ze f jest bijekcjg oraz wyznaczy¢ f 2.

2) Niech f,g:R — R bedg funkcjami okreslonymi wzorami g(x) =

> oraz
X +1

x+1 dla x<1,
f(x)=1 ,
X“+x dla x>1.

Utworzy¢ ztozenia go f, f oq.

3) Okresli¢ najwiekszg mozliwie dziedzine X —R” i przeciwdziedzine Y < R? dla funkcji danej

wzorem f(X,y)=(X+Y,xy)tak, aby f:X —Y byta bijekcja. Obliczy¢ dla takich zbioréw f .



