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Liczby zespolone i wielomiany

Réwnanie X*+1=0 nie ma rozwigzania w zbiorze liczb rzeczywistych R. Tak wiec nie kazdy
wielomian o wspodtczynnikach nalezagcych do R posiada miejsce zerowe (zwane inaczej
pierwiastkiem) w tym zbiorze. Okazuje sie jednak, ze zbidr liczb rzeczywistych tak naprawde zawiera
sie w wiekszym zbiorze, tzw. liczb zespolonych C, ktéry juz tej ,wady” nie posiada. Poczatki
rachunkdéw na liczbach zespolonych to pierwsza potowa XVI wieku i sg zastugg gtownie matematykdéw
wtoskich — przede wszystkim Girolamo Cardano."

DEFINICJIA. Zbidr C=RxR, w ktéorym okreslono dwa dziatania dwuargumentowe + oraz -

nastepujacymi wzorami
(% Y0) + (% Yo ) = (% + %, Yy +Y,), (0.1)

(le yl) : (Xza yz) = (Xlxz =YY XY, +X yl)’ (0.2)

nazywamy zbiorem liczb zespolonych. Elementy tego zbioru nazywamy liczbami zespolonymi.
Dziatanie + nazywamy dodawaniem (zespolonym), a dziatanie - nazywamy mnozeniem
(zespolonym). Dla liczby zespolonej z=(X,y)eC liczbe rzeczywista X nazywamy czescig
rzeczywistq, natomiast Yy czesciq urojong liczby zespolonej z. Cze$¢ rzeczywistg liczby zespolonej z

oznaczamy przez Rez, a cze$c urojong przez Imz.
Podstawowe wtasnosci dziatan w zbiorze liczb zespolonych

Niech z,2,,2,,2, € C. Wtedy mamy nastepujace wiasnosci:

1) 2, +Z, =7, + Z, (przemiennosc¢ dodawania)
2) (z,+12,)+2, =2+ (2, + ;) (fgcznos¢ dodawania)
3) z+0=12, gdzie 0=(0,0) (istnienie elementu neutralnego dodawania)

4) VzeC IweC takie, ze z+w=0 (istnienie elementu przeciwnego wzgledem dodawania)

! Girolamo Cardano (1501-1576) — wioski uczony. Zajmowat sie wieloma dziedzinami m.in. medycyna,
astrologia, filozofia, fizykg i matematyka. Z wyksztatcenia byt lekarzem, ale wydaje sie, ze najwieksze
osiggniecia miat w matematyce. Opracowat m.in. metode rozwigzywania ogdlnego rdwnania trzeciego stopnia
(w dzisiejszej symbolice: ax®+bx* +cx+d =0), badat poprawnie zjawiska losowe (ktére z sukcesem
wykorzystywat w swojej praktyce hazardzisty) jeszcze przed stynng korespondencjg pomiedzy Pascalem a
Fermatem, ktérg sie uwaza z poczatek nauki o prawdopodobienstwie. W trakcie badan nad réwnaniem
trzeciego stopnia pojawia sie w jego pracach pierwiastek kwadratowy z liczb ujemnych (dzieto Ars Magna sive
de regulis algebraicis zwane krotko Ars Magna, czyli Wielka sztuka). Na poczatku rachunki, w ktérych
wystepowat symbole takie jak E budzity opory, a nawet szyderstwa (stad okreslenie na tego typu wyrazenia
— liczby urojone). Jednak juz w potowie XVIII wieku byty akceptowane przez wiodgcych matematykow (L. Euler).
Precyzyjne definicje liczb zespolonych pojawiajg sie pod koniec tego samego wieku (Caspar Wessel, Jean-
Robert Argand, Carl Fryderyk Gauss).
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5) Z,-2, =7, -Z, (przemiennos¢ mnozenia)
6) 1-z=1z gdzie 1=(1,0) (istnienie elementu neutralnego dla mnozenia)

7) jezeli z #0, toistnieje We C takie, ze Z-W=1 (istnienie elementu przeciwnego wzgledem

mnozenia — nazywamy go liczbq odwrotng)

8) 2,-(2,+12;) =27, 2, + 2, - 7, (rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania)

DowoOD. Wiekszos¢ z podanych witasnosci uzasadnia sie bardzo prosto w oparciu o definicje dziatan
podane w (0.1) i (0.2). WeZmy dla przyktadu wtasnos¢ 1). Niech z, =(X,,Y,), Z, =(X,,Y,) € C. Wtedy
def .
2, +17, =(x1,y1)+(x2,y2) = (x1+x2,y1+y2)=(x2 +Xu Y, t yl) =17,+1,

gdzie wykorzystalismy definicje dodawania (0.1) oraz przemienno$¢ dodawania zbiorze R:
X X =X +X, Y+Y,=Y,+Y;. Analogicznie ,przeliczamy” wtasno$¢ 2) (tym razem bedziemy
korzysta¢ z tgcznosci w R), a punkt 2) to z=(XY)+(0,0)=(x+0,y+0)=(x,y) =2z Istnienie

elementu przeciwnego wprost bazuje na istnieniu liczb przeciwnychw R:
Z+W=(XY)+(=X,~Yy) = (X+(=X), y +(-Y)) =(0,0) =0,

tak wiec w=(—x,—Yy). Witasnos¢ 5) wymaga zastosowania definicji (0.2) oraz przemiennosci

mnozeniaw R:

2,2, = (%, Y1) - (%, ¥,) = (X% — Y1 Y5, X Y, + X, Y1)
4, = (XZ’ yz) : (X1v yl) = (X2X1 YoV Xo ¥t Xiyz) = (X1X2 “WYa XY, Xzyl) =17,

Witasnos$¢ 7) wynika wprost z definicji: 1-2=(1,0)-(X,y)=@-Xx—0-y,1-y+0-X)=(X, y) =2
Istnienie elementu odwrotnego W do z # 0 mozna wyprowadzi¢ rozwazajgc rownos¢ z-w=1, czyli

(X, y)-(Wl,Wz)z(l,O) = (le_ywzvxwz + le)z(la 0) =

XW, — yw, =1,
XW, + yw; =0.

Mnozymy pierwsze réwnanie przez X, a drugie przez Yy i dodajemy stronami, co daje

2 2 _ —
XW YW =X = W=

X2 +y?

Podobnie wyliczamy W, (pierwsze mnozymy przez Y, drugie przez X, nastepnie odejmujemy):
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Dzielenie przez x* + y° jest poprawne, gdyz jest to liczba niezerowa, bo z=(x,y) # (0,0) z zatozenia.

Mozemy wiec napisa¢, ze

-1 _ X .y
(X, y) _(x2+y2 ’ >(z_*_yz)ec'
Rozdzielno$¢ mnozenia wzgledem dodawania (wtasno$é 8)), to zndw rachunek. Najlepiej rozpisac
lewq i prawg strone osobno, a nastepnie poréwnaé. W trakcie rachunkéw oczywiscie korzystamy z
odpowiedniej rozdzielnosci w zbiorze R.

Zwiazek pomiedzy liczbami rzeczywistymi a zespolonymi

Jak sie maja liczby rzeczywiste R do liczb zespolonych C? Odpowied? jest bardzo prosta: zbidr liczb
rzeczywistych zawiera sie w zbiorze liczb zespolonych: R < C. Moze to budzi¢ pewne watpliwosci,
wszak liczby zespolone zostaty okreslone jako pary liczb rzeczywistych (X,y), gdzie xeR i yeR.
Zauwazmy jednak, ze jezeli rozpatrzymy podzbiér K zbioru C sktadajacy sie z wszystkich liczb
postaci (x,0), tzn. K={(x,0)eC: xe R}, to dziatania na elementach tego zbioru dajg w wyniku

elementy tego samego zbioru: dla dowolnych X,y € R mamy

(%,0)+(y,0)=(x+y,0) e K,

(x,0)-(y,0)=(xy,0) e K. (0.3)

Oznacza to, ze dziatania na parach postaci (X,0) € K = C odpowiadajg dziataniom na samych
liczbach x € R. Ponadto mozemy wprowadzi¢ uporzagdkowanie w zbiorze K tak, aby byto zgodne z
dziataniami” dodawania i mnozenia w ,,zwyklym” zbiorze liczb rzeczywistych. Tak naprawe, gdy sie
doktadniej przyjrzymy zbiorowi K — C, to sie okaze ze faktycznie nie rézni sie on wiasnosciami od

zbioru R. Dlatego mozemy przyjaé, ze R=K iuzywac zawierania R < C.

2Liczby rzeczywiste s struktura, na ktéra sktadaja zbiér R, dziatania + i - oraz relacja mniejszosci <.
Dlatego matematycy méwig, ze jest to czwérka: (IR, +, -, <) przy czym musza by¢ spetnione pewne wtasnosci
arytmetyczne (przemiennos$é, tacznosé, rozdzielnos$¢ itd.), a relacja mniejszosci musi by¢ powigzana z
dziataniami:

(X, y,zeR i x<y) =>x+z<y+z,
X,y,zeR,z>0 1 xX<y) > x-z<y-Z

Dodatkowo zbiér R posiada fundamentalng wtasno$é zwang aksjomatem ciggtosci: kazdy niepusty i
ograniczony z géry podzbiér A R posiada kres gérny nalezacy do R. Kres gérny nie musi lezeé¢ w zbiorze A
czego przyktadem moze by¢ odcinek [1, 3), ktérego kres gorny 3 ¢[1, 3). Aksjomat ciggtosci jest tym co rézni

zbiér liczb rzeczywistych od zbioru liczb wymiernych (Q. Dzieki tej wtasnosci mozna np. Udowodnié istnienie

pierwiastkéw \/; dla dowlonej liczby rzeczywistej X > 0.
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Szczegdlna role w zbiorze liczb zespolonych petni liczba i=(0, 1) € C, ktdra z powoddw historycznych

nazywamy jednostka urojong. Obliczmy jej kwadrat
i=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (-1,0) = —(1,0) =1,

gdyz jakjuz wiemy liczby postaci (x,0) e C mozemy utozsami¢ z liczbami rzeczywistymi X e R.
Oznacza to, ze réwnanie z°+1=0 w zbiorze C ma rozwigzanie Z=i (oczywiscie drugim
rozwigzaniem jest z=—i). Co wiecej, tatwo sprawdzi¢, ze s3 to jedyne rozwigzania, gdyz zachodzi

tozsamos¢
22 +1=(z-i)(z +i),
ktéra sprawdzamy bezposrednim rachunkiem:
(z-D)z+)=2"+zi—iz-i*=2"-(-1) =7 +1.

Uzywaijac zatem ,szkolnego” oznaczenia na pierwiastek kwadratowy mozemy napisaé: —1=i. Jest
to jak najbardziej realna réwnosé, tyle ze zachodzi w ,szerszej” strukturze algebraicznej — w zbiorze
zespolonych C.

Postac algebraiczna i sprzezenie liczby zespolonej
Z formalnej definicji liczb zespolonych wiemy, ze sg to pary (X, y) liczb rzeczywistych. W praktyce

(zwtaszcza rachunkowej) postugiwanie sie takim zapisem nie jest wygodne. Postac algebraiczna takiej
pary to wyrazenie X+iy dla X,y eR. Postac ta wynika z przyjetych dziatan w C. Mamy bowiem

z2=(%Y)=(x,00+(0,y) =(x,0) +(0,2)(y,0) =
=X+1y,

gdzie wykorzystaliSmy utozsamienie liczb (X,0), (y,0) z liczbami rzeczywistymi X, Y.

Postugiwanie sie taka reprezentacja liczb zespolonych niezwykle utatwia wykonywanie
standardowych rachunkéw (mnozenie, dzielenie, dodawanie). Nalezy tylko pamietaé, ze i* =—1.
Niech z, =2+5i, z, =3-2i. Wtedy mamy

2,+2,=2+51+3-2i=5+3i,

z,-2, =(2+5i)-(3—2i) =6 —4i +15i —-10i* =6 +11i —10- (1) =16 +11i,

Z _2+51 _(2+50)(3+2i) _ 6 + 4i +15i +10i’ _6+191+10(-1) —4+19 4 1_9i
z, 3-2i (3-2i)(3+2i) 3 —(2i)? 9-4(-1) 13 13 137

DEFINICJIA. Sprzezeniem liczby zespolonej z=(X,y) =Xx+1iy nazywamy liczbe zespolong Z okreslona

wzorem Z =(X,—Yy) = X—1y.
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Geometrycznie liczba sprzezona do z na ptaszczyznie zespolonej C =R? jest jej obrazem w symetrii
wzgledem osi OX.
FAKT. (wtasnosci sprzezenia zespolonego)

Niech z,, z, € C. Wtedy zachodza réwnosci:

L,+12,=7,+1,, ,—1,=7— 1, 12y =17,
, Z=1, z+Z=2Rez, z-7Z=2Imz.

Modut liczby zespolonej
DEFINICJA. Modutfem liczby zespolonej z=(X,Y) =X+1iy nazywamy liczbe rzeczywista | z| okreslona

wzorem |z |:«/X2 +vy°.

Z definicji wynika, ze modut liczby zespolonej jest nieujemny: | z|>0. Ponadto | z|=0 < z=0. Jezeli

z#0, to|z|>0.

Modut liczby zespolonej jest uogdlnieniem pojecia wartosci bezwzgledniej liczy rzeczywistej.
Geometrycznie modut | z| jest réwny odlegtosci liczby z € C od poczatku uktadu wspétrzednych na

ptaszczyznie.

Dla dwéch liczb zespolonych z;, 2, e C mamy z, —z, =X +1y; = (X, +1y,) = (% = X,) +i(y, — ¥,), wiec

12, — 2, = (% = %,)2 + (Y, — ¥2)2

co oznacza, ze modut réznicy, |z, —2,|, jest réwny odlegfosci pomiedzy punktami z,,z, na

ptaszczyznie zespolonej.
FAKT. (wtasnosci modutu liczby zespolonej).

Niech z, z,, z, € C. Wtedy mamy

|z zH~-z|, 2) 27z P,
z|_|z]|
3) 12z, Hzllz |, g |2 =1al
z,| |z,|
5z +z, <31+, 6) |z, |-12, <z -2

7) |Rez|<|z|,|Imz|<]z].
Dowop.
1) wynika wprost z definicji.
2) Niech z = x+iy. Wtedy: 7Z = (x +iy)(x—iy) = x* = (iy)* = x* = (-D)y* =x* + y* 5 z|*.

3) Niech z, =X, +1y;, Z, =X, +1y,. Wtedy 2,Z, =XX, = VY,Y, +1(XY, + X,Y;) wiec:
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12,2, = (XX, = Y1Y5)" + (XY, + % ¥1) = (%,%)F = 2X%, VY, + (V1Y) + (X Y2)? + 2% Y, %, Y, + (X, ,)
= ()(1)(2)2 + (ylyz)2 + ()(13/2)2 + (Xzyl)2 = X12(X22 + y22) + Y12(X22 + y22)
=0 +Y)) (X +vy5) =z, Flz, =zl

skad | 2,2, |< z, || z, |, gdyz modut jest nieujemny.

4) Z punktu 2) mamy z'=7/|z[, biorgc teraz modut obu stron tej réwnosci otrzymujemy

|z =z |/ 2P z|/|z|P=1/] z|. Korzystajac dodatkowo z punktu 3) mamy

z _ _ o lz
4z Hzllz Hzllz, =

12, |

2

5) W dowodzie wykorzystamy nierdwnos¢ (wariant nieréwnosci Cauchy’ego-Schwarza):

XX, + V1Y, S\/Xf +y? \/Xf + V7. Mamy wiec

12,4+ 2, P= (% %) + (Y, + Y,)" =X +2X %, + X5 + Y +2Y,Y, + Y5 =
=) x4y Y2 7 P2, P 200X + YY) <2 P 2, P2y XE +yE )+ yE =
:|21|2+|22 |2 +2|21”22 |:(|21|+|22 |)21

cayli |2, +2,F<(1|+]2,)°, skad |2, +2,]<| 7, [+] 2z, .
6) W dowodezie tej nierownosci skorzystamy z udowodnionego juz punktu 5):

|21|=|21_Zz+Zz|£|21_zz|+|zz| = |21|_|22|S|21_22|
|Zz |:|22_Zl+21|S|ZZ_le+|21|=|21_22|+|21| = _lzl_zzlglzll_lzzl

zatem ||z, ||z, <z, - z,|.

Postac trygonometryczna liczby zespolonej

Jak juz wiemy liczby zespolone mozemy reprezentowaé jako punkty na ptaszczyznie zespolonej C,
ktdra geometrycznie jest tozsama z ptaszczyzng R®. Istotnym dodatkiem do tej struktury jest
mnozenie takich punktéw (lub wektoréw) zdefiniowane wzorem (0.2). Jednak standardowa
reprezentacja liczby zespolonej z=(X,y)=x+iyeC, gdzie X,yeR s3 wspdtrzednymi
kartezjaniskim punktu nie zawsze jest wygodna. Czasami wygodna jest reprezentacja odpowiadajaca
wspdtrzednym biegunowym: odlegtos¢ r >0 od srodka (0,0) oraz kat 0< ¢ <27 pomiedzy osig OX
a pbtprostg przechodzacy przez Srodek i liczbe z = (X, y).

Jezeli z=x+iy =0, to istnieje doktadnie jedna liczba 0 <@ < 27 taka, ze

COSgDZL, singozl.

(0.4)
|z |Z]
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Tak okreslong liczbe bedziemy nazywaé argumentem gtownym liczby zespolonej z # 0. Dla wygody i
jednoznacznosci przyjmujemy dla z=0 argument ¢ =0. Tak wiec mamy X=z|cose, y=z|sing,

co daje
Z=X+Iiy=r(cos@+ising), (0.5)
gdzie r =/ z|>0. Ten sposdb przedstawienia liczby zespolonej nazywamy postacig trygonometryczng.

Jezeli dopuscimy w reprezentacji trygonometrycznej (0.5) argumenty dowolne @eR (bez
ograniczenia sie do przedziatu [0, 27)), to przedstawienie (0.5) nie jest jednoznaczne, ale rdézne

argumenty beda réznity sie o catkowitg wielokrotnos¢ liczby 27 :

z=r(cosg, +ising ) =r(cosg, +ising,) = @, —¢, =2kz dla pewnego k € Z.
Przykiad. Podane liczby zespolone zapiszemy w postaci trygonometryczne;j.
a) z=1: z=1-(cosO+isin0)=cos0+isin0;

b) z=-1: z=1-(cosz +isin ) =CcoSz +isinz;

c) z=1+i:2z|(cosZ +isinZ) = 1% +1% (cosZ +isinZ) =/2(cos £ +isin Z).

2
d) z=2+i2—f:|z|=,f22+(¥) =1f4+%=ﬂ/4+§=\l@=%=$. Ponadto mamy
x 2 B3 y 1 7
COSp=—=—=-"" sinp="-="==" = p==,
PRl T T T T T T T
zatem z =48 (cosZ +isinZ),
Mnozenie i dzielenie liczb zespolonych zapisanych w postaci trygonometrycznej: niech

z, =r(cosg, +ising,), z, =r,(Cosg, +ising,). Wtedy mamy

2,2, =1, (cosg, +ising,)r, (Cos g, +ising,) =1, ((cos¢p, cosg, —sing; sing,)

+i(sin ¢, COS @, + COS @, SiN ¢2)) =1,r,(cos(g, + @,) +isin(g, + @,)),

gdzie skorzystaliSmy ze wzoréw na kosinus sumy oraz na sinus sumy. Tak wiec przy mnozeniu liczb
zespolonych moduty sie mnoza, a argumenty dodajg. Przy dzieleniu argumenty bedg sie odejmowaty
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z

2, _ n(cosg +ising) 1 (cose +ising,)(cose, —ising,)
Z2

" 1,(cosg, +ising,) T, (COSg, +i5in@,)(Cosp, —ising,)
_ I, COS @, Cosg, +sin g, sin g, +i(sin ¢, COs ¢, —COS ¢; Sin@,)

r, (cosg,)? —(ising,)?
_h cos(p, — ¢,) +isin(e, — ;) _h cos(p —¢,) +isin(e, —¢,)
r,  (cose,)’+(sing,)? r, 1

I, ..
=r—1(COS(¢>1 —@,)+isin(p, —,)).
2

Wzor de Moivre’a
Niech z=cosg+ising. Wtedy z°=1z-z=cos(p+@)+isin(p+¢), czyli z°=cos2p+isin2ep.
Podobnie z* =cos3p+isin3p. Ogdlnie mamy: dla dowolnej liczby rzeczywistej ¢ € R oraz liczby

catkowitej n € Z zachodzi
(cosp+ising)" =cosng+isinng. (0.6)

Rownos¢ (0.6) nazywamy wzorem de Moivre’a.

mle

\26
Przyktad. Doprowadzimy do najprostszej postaci liczbe zespolong Z=( —%I) . Posta¢

trygonometryczna liczby z:

ﬁ—li:cos&ﬂsin&.
2 6 6

Ze wzoru de Moivre’a mamy:

(cosr +isinir)™ = cos(26- L) + isin(26 - 1) = cos(1x) + isin(1Lx) =

ot
+
(N1

COS(32382) + i sin(22422) = coS(2£ + 467) +iSiN(3E + 4677) = COS 3£ +isin 3% = —

Pierwiastkowanie liczb zespolonoych
Niech weC. Pierwiastkiem stopnia neN z liczby W nazywamy kazdg liczbe zespolong z
spetniajgcg warunek

=W (0.7)

Jest to definicja analogiczna do okreslenia pierwiastka rzeczywistego X € R z liczby rzeczywistej
aeR:

=a.

W przypadku rzeczywistym nie zawsze istnieje pierwiastek (gdy wyktadnik n jest parzysty oraz
a<0). Ponadto gdy a>0, to mamy wtedy dwa pierwiastki (réznigce sie znakiem). W przypadku gdy

wyktadnik jest nieparzysty, to dla dowolnego a R istnieje doktadnie jeden pierwiastek stopnia n.
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Wprzypadku zespolonym sytuacja jest zdecydowanie bardziej klarowna: kazda liczba zespolona rézna
od zero ma doktadnie n réznych pierwiastkow w zbiorze C. Sprébujemy teraz znalez¢ te pierwiastki.

Zapiszmy obie liczby wystepujace w réwnosci (0.7) w postaci trygonometrycznej
z= z|(cosy +isiny), w=lw|(sing+ising). Podstawiajgc do (0.7) otrzymujemy

2" = z|" (cosy +isiny)" = z|" (cosny +isinny) = w| (sin @ +isin g).

Stad mamy | z|'5 w|, ny — @ =2kx, gdzie k € Z. Tak wiec

+ 2k
|2l=wl, v =5 ke

Jednak w ostnim wyrazeniu mamy tak napprawde n réznych argumentéw v, dla k=0,...,n—-1,
gdyz dla k =n argument y, rézni sie od i, o doktadnie 27, czyli przedstawia te sama liczbe z.

Podobnie jest z pozostatymi wartosciami k >n oraz k <0. Ostatecznie mamy nastepujace rdzne
rozwigzania (pierwiastki):

2, =n/|w|(cosLnZk”+isinLnZk”), dlak=0,1,...,n—1. (0.8)

Przyktad. Poda¢ pierwiastki stopnia 3 z liczby 1.

Mamy w=1=1-(cosO+isin0). Zatem |w|=1, ¢ =0, co po wstwieniu do (0.8) daje

2, :iﬁ(cos(”;k” +isin O’L;k”), dlak=012,

czyli
z,=c0s0+isin0=1,
J3

2r .. 27w 1 .
Z,=C0S—+isin—=—=+i—,
3 3 2 2

3z .. 3r . .
Zz=COS?+ISIH?=COS7[+|S|n7Z=—I.

Ostatecznie w dziedzinie zespolonej mamy 3/]_.:{1, %+i§, —i}

Wielomiany
Wielomianem o wspdtczynnikach rzeczywistych nazywamy funkcje o nastepujacej postaci:

p(x)=a,x"+a, X" +...+aX+ay, (0.9)

gdzie a,,d,,...,8, € R s danymi liczbami.
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Jezeli @, # 0, to méwimy, ze wielomian ma stopieri N. Stopien wielomianu P oznaczamy symbolem

deg(p).

Oczywiscie mozna analogicznie zdefiniowa¢ wielomian zmiennej zespolonej o wspdtczynnikach
zespolonych:

p(z)=a,2" +a, 2" +...+az+a,, (0.10)
gdzie a,,a,,...,a, € C s danymi wspdtczynnikami zespolonymi.

Waznym problemem w teorii wielomianéw jest znajdowanie miejsc zerowych (zwanych tez
pierwiastkami wielomianu), czyli rozwigzywanie réwnan postaci

a,z"+a, 2" +...+az+a,=0. (0.12)
Miejscem zerowym (pierwiastkiem) wielomianu nazywamy taka liczbe 7, € C, ze:
a,z," +a, ,z,"" +...+az, +a, =0.

Jezeli a, # 0, to réwnanie (0.11) nazywamy réwnaniem algebraicznym (czasami wielomianowym) n-

tego stopnia. Jezeli rozwazamy wielomian rzeczywisty (0.9), to jego pierwiastkiem rzeczywistym
bedzie liczba X, €R taka, ze p(X,)=0. Poniewaz jednak liczby rzeczywiste sg podzbiorem liczb

zespolonych, to na wielomian rzeczywisty (0.9) mozemy tez patrzy¢ jak na wielomian o
wspofczynnikach zespolonych i szukaé jego pierwiastkdbw w tym szerszym zbiorze. Na przyktad
rownanie algebraiczne

x> +1=0,

ma wspotczynniki 8, =1, a =1. Nie posiada ono rozwigzarh w zbiorze R, ale w zbiorze C istnieja

dwa pieriwaski z, =i oraz z, =—i. Z kolei réwnanie
x> -1=0,

posiada w R tylko jeden pierwiastek X, =1, ale w zbiorze C ma jeszcze dwa dodatkowe z, =’1*—2iﬁ,
7, =8,

W ogdlnym przypadku im wyzszy stopien réwnania, tym trudniej go rozwigzac. Z rGwnaniami 1-ego i
2-ego stopnia spotkamy sie w szkole. S to réwnanie liniowe i kwadratowe:

. a,X+a, =0, gdzie a # 0. Rozwigzanie takiego réwnania ma postac: X &%
&
. aZX2 +a,X+a, =0, gdzie a, # 0. W tym przypadku jak wiadomo, liczba rozwigzan (a wiec

w szczegolnosci to czy w ogdle istniejg) zalezy od wartosci wspétezynnikéw a,, @, 8, € R. Prostym
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sposobem analizy tego rdwnania jest obliczenie tzw. wyrdznika rdwnania kwadratowego (popularnie
. . . 2
zwanego delty — ze wzgledu na powszechnie uzywane oznaczenie): A=a," —4-a,-a,. W

zaleznosci od tego czy wyrdznik jest ujemny, zerowy, czy dodatni mamy zero, jedno lub dwa
rozwigzania rzeczywiste. Co wiecej sg znane proste wzory na te rozwigzania:

Jezeli A >0, to istniejg rozwigzania rzeczywistwe wyrazajace sie wzorami

__a1+\/Z v :_ai_\/z

= 0.12
2a, 2 2a, (0-12)

Jezeli A >0, to nie ma pierwiastkéw rzeczywistych, ale w dzidzinie zespolonej nadal wzory
(0.12) sg poprawne, gdyz w C istniejg pierwiastki z liczb ujemnych. Mozemy wzory (0.12) zapisac
wtedy nastepujgco

, :—a1+i\/MT|

' 2a,

, _—a—ihAL (0.13)

? 2a,

Powstaje naturalne pytanie jak wygladajg rozwigzania réwnania 3-ego, 4-ego, 5-ego itd. stopnia. Czy
mozna te rozwigzania wyrazi¢ jakimis ,wzorami”, podobnymi do tych powyzej. Podobne — aczkolwiek
bardziej skomplikowane — dla réwnan 3-ego i 4-ego stopnia znaleziono juz w $redniowieczu. S to
tzw. wzory Cardano (dla n=3) oraz wzory Ferrari (dla n=4). S3 one raczej mato przydatne do

znajdowania pierwiastkow (na ogot w zastosowaniach wystarczy przyblizenie numeryczne). Aby
zilustrowac to przedstawiamy jeden z pierwiastkéw najprostrzego nietrywialnego réwnania trzeciego

stopnia x> +X+1=0 otrzymany ze wzoréw Cardano:

[ J-m@
" \3Coevem) N 18

Przyblizona warto$¢ numeryczna to X, = —0.682328. Réwnanie to posiada jeszcze dwa pierwiastki

zespolone, ktérych przyblizone wartosci to X, , ~0.341164 +1.6154i.

Natomiast, mimo duzego wysitku wielu matematykdéw, nie udawato sie znalez¢ ogdlnych wzoréw na
pierwiastki dla rdwnan stopnia 5-ego, 6-ego i wyzszych. W XIX wieku okazato sie, ze nie mogli takich
wzordw znalezé, gdyz one po prostu nie istniejg. Oczywiscie nie oznacza to, ze nie mozna rozwigzac
konkretnego réwnania, np. 5-ego stopnia. Wiadomo jednak, ze nie mozna poda¢ ogdlnego wzoru,

ktéry wyrazatby rozwigzania takiego réwnania poprzez jego wspétczynniki @,,...,8, przy uzyciu
dziatan +, -, —, : oraz operacji Q/_ Istniejg jednak metody numeryczne, ktére pozwalajg lokalizowad
zera wielomiandw z dowolng doktadnoscia.

Zasadnicze twierdzenie algebry

Jak juz wiemy zbidr liczb zespolonych pozwala pierwiastkowaé¢ dowolng liczbe (patrz (0.8)). Okazuje
sie, ze ta whasnosc jest szczgdlnym przypadkiem innej fundamentalnej wtasnosci, ktéra mowi, ze w
zbiorze C kazdy wielomian ma miejsce zerowe.
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TWIERDZENIE (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian zespolony rézny od statej ma
przynajmniej jeden pierwiastek zespolony.

Ciekwym wynikiem jest twierdzenie Gaussa-Lucasa, ktére charakteryzuje geometrycznie miejsca
zerowe pochodnej p'(z) wielomianu zespolonego w oparciu o miejsca zerowe j p(z). Pamietajmy,

e zbidr liczb zespolonych C geometrycznie pokrywa sie z ptaszczyzng R?, a na liczby zespolone
mozemy patrze¢ jak punkty na tej ptaszczyznie. W szczegdlnosci dla dowolnego zbioru Ac C jest
okreslona otoczka wypukta conv(A), jako najmnejszy zbior wypukty, ktdry zawiera zbior A. Zbidr

wypukty to taki, ktéry dla kazdej pary punktow z tego zbioru zawiera takze odcinek taczacy te punkty.
W przypadku gdy zbiér A jest skoriczony, to otoczka wypukta jest wielokgtem.

TWIERDZENIE (Gaussa-Lucasa). Jezeli p(z) jest wielomianem zmiennej zespolonej z € C, to wszystkie

pierwiastki pochodnej p’(z) tego wielomianu nalezg do otoczki wypuktej zbioru pierwiastkéw

samego wielomianu p(z).

Dowop. Niech n>1 oznacza stopien wielomianu p(z)=a,z" +...+az+a,. Z zasadniczego
twierdzenia algebry mamy pierwiastki z,,...,Z, (niekonieczne rdézne). Mozemy wiec wielomian

przedstawic¢ w postaci iloczynu
p(z)=a,(z-z)-...-(z—z,).
Obliczamy pochodng korzystajgc wielokrotnie z wzoru na pochodng iloczynu (fg)' = fg + fg':
p'(2)=a,((z-2,)-....(z-2,)+(2-2)(2-2)-.... (- 2,) +...+(2—-2) ... (2— 2,.,)).
Dzielimy teraz p'(z) przez p(z)

P'(2) _ a,((z-2,)....-(z-2)+(2-2)(2-125) ... (2= 2,) +...+(2-2) ... (- 2,,))

p(Z) an(z_zl)""'(z_zn)'

(z-2,)-...-(2-2)+(z2-2)(2~2y)-...-(z-2)+...+(2-2)-...- (2~ Z,,)
(z-2)-...-(z-1z,). B

1 1 1
= + ot

z-7, -1, -1,

Niech W bedzie dowolnym miejscem zerowym pochodnej: p'(w)=0. Jezeli we{z,...,z,}, to
oczywiscie W nalezy do otoczki wypuktej zbioru {z,,...,z,}. Niech wiec we{z,,...,z,} tj. p(w)=0.
Podstawiamy do powyzszej zaleznosci
"(w 1 1 1
P,

+ +...4+ =0.
p(w) W-z, W-12, wW—2z

Dla dowolnej liczby zespolonej mamy 7Z =|z|*, wiec jezeli z#0, to z'=Z/|z[. Stosujac ta

réwnos$¢ do liczb (W—2z,)™ otrzymamy



co po wzieciu sprzezenia zespolonego obu stron daje

1 wW—12
Z—klﬁo-

| W2z,

Rozbijamy na dwie sumy

Li%}wzi%zk czyliw:zn"tkzk gdzietkz[ 1 j/[i 1 j
lw—z, | k=1 |

k=1 | W-z, | w-z, [ ~lw-z [

Poniewaz t, >0 oraz Z:zltk =1, wiec W nalezy do otoczki wypuktej zbioru {z,,...,2,}.

Zad. 1. Rozwigzac ponizsze rownania liniowe (1-ego stopnia). Niektére sg z parametrem.
a) 4x+15=1-x

b) —b5x+8—-5ax =14 —2x

c) 12+3x+2a=-2ax+5

d) (2+a)x—3=5—-(—4—-2a)x

Zad. 2. Rozwigzac ponizsze rownania kwadratowe (2-ego stopnia).

a) x> +2x-3=0

b) (x=D(x+2)=10

<) 2x? +0,3x—0,9=0

d) —x?+5x+3=0

Rozklad wielomianu na czynniki

Problem ten jest Scisle zwigzany z zagadnieniem znajdowania pierwiastkéw wielomianu. Jezeli dany
wielomian W (X) moze by¢ przedstawiony w postaci iloczynu wielomianéw P(x) i Q(X), ktérych
stopnie s3 mniejsze od stopnia wielomianu W (X), to jest to przyktad rozktadu wielomianu W (X) na

czynniki:
W (x) =P(x)-Q(x), gdzie deg(P)<deg(W) i deg(Q) <deg(W).
Przyktady
x> —1=(x-1)(x+1)
x> +3x—10 = (x—2)(x +5)
x*—1=(x=D(x*+x+1)
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2x° +3x* =3x -2 = (x=1)(2x +1)(x +2)

X' —1=(x=D(x+D(x* +1)

Zauwazmy, ze czynniki Xx* +1 1 X*> +X+1 z przyktadu nie s3 juz dalej rozktadalne. Gdyby tak byto to
to, ze wielomiany te mjatyby rzeczywiste pierwiastki, bo np. x* +1=(x+a)(x+ ) oznaczatoby, ze

—a oraz —f sa pierwaistkami. Z drugiej stronu wiemy, ze réwnanie x° +1=0 nie ma rzeczywistych

pierwiastkdw. Gdyby jednak rozwazaé te wielomiany w zbiorze liczb zespolonych, to mozna je
roztozy¢ az do czynnikdw pierwszego stopnia

2° —1=(z-1)(z— ZE)(z - 238,

2 —1=(z-D(z+D(z-i)(z +1i).

Zad. 3. Ponizej podane sg w dwdéch kolumnach wielomiany. W lewej sg zapisane w postaci
nieroztozonej, a w prawej w postaci iloczynu czynnikdw nizszego stopnia. Nalezy je potgczy¢ w pary.

a) x* -1 a) (x> =D(x* +1)
b) x® —6x* +12x -8 b) (2x —1)(x? +1)
3 2
) 2x"—x"+2x-1 0) (X=D(x®+x* +x+1)
d) x®—x*+x%-1

d) (x=2)(x=2)(x-2)

Jednym z podstawowych probleméw w teorii wielomiandéw jest zagadnienie znalezienia rozktadu
danego wielomianu na iloczyn czynnikdw, ktdére nie dadzg sie juz roztozy¢. Przypomina to nieco
zagadnienie rozktadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze.?

Przyktadami wielomiandw, ktére nie dadzg sie roztozy¢ (w zbiorze liczb rzeczywistych R ) sa:

NG +1, X+ 2 (wielomian 2-ego i 1-ego stopnia).

® Przypomnijmy, ze liczbe p € N nazywamy liczba pierwszg jezeli p >1 oraz jedynymi naturalnymi dzielnikami
tej liczby sg 1i p. Przyktadami liczb pierwszych sg 2, 3,5, 7,11,13,17. Juz w starozytnosci matematycy
Greccy udowodnili, ze liczb pierwszych jest nieskoficzenie wiele. Okazuje sie, ze kazda liczbe naturalng ne N
mozna roztozy¢ na czynniki pierwsze, czyli na iloczyn, w ktédrym wystepujg tylko liczby pierwsze,
N=p,-P,-...- P, gdzie P; sa liczbami pierwszymi. Rozktad ten jest jednoznaczny z doktadnoscia co do
kolejnoéci czynnikéw. Na przyktad 10=2-5, 12=2-2-3, 2835=5-7-9-9. Ciekawym zagadnieniem w
arytmetyce liczb naturalnych jest rozmieszczenie liczb pierwszych w zbiorze N. Okazuje sie, ze jest ono

nieréwnomierne, a jeden z podstawowych rezultatéw mdwi, ze udziat procentowy liczb pierwszych w odcinku
{L,2,...,n} maleje do zera. Znane s3 dokfadne wyrazenie na ten udziat procentowy, a najprostsze z nich ma

postaé (ilos¢ liczb pierwszych <N )/n=1/Inn. Poza czyst3 matematyky liczby pierwsze odgrywaja bardzo
wazng role w systemach kryptografii z kluczem publicznym. Na przyktad fundamentem bezpieczenstwa
szyfrowania metodg RSA jest algorytmiczna trudnosc¢ rozktadu duzych liczb na czynniki pierwsze.
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Okazuje sie, ze kazdy wielomian rzeczywisty W (X) mozna roztozy¢ na czynniki liniowe i kwadratowe.

TWIERDZENIE. Kazdy wielomian rzeczywisty da sie roztozy¢ na iloczyn wielomianéw co najwyzej
drugiego stopnia. Doktadniej, jezeli W(X) jest dowolnym wielomianem o wspdtczynnikach

rzeczywistych, to istniejg wielomiany rzeczywiste B(X),...,P,(x) takie, ze
W(x) =R (x)-...- B, (x), (0.14)
oraz deg(P) =1 lub deg(P)=2.

DowoD. Twierdzenie to jest w gruncie rzeczy wnioskiem z Zasadniczego Twierdzenia Algebry. Jezeli
wielomian W(x)=a x" +a_ _,X"" +...+aXx+a, ma wspétczynniki rzeczywiste, to i takmozemy
traktowa¢” go jako wielomian zespolony W (z) = az"+a _,z""+...+az+a, Formalnie oznaczo to,
zedefiniujemy wielomian W(Z) dla zeC, ale o tych samych wspétczynnikach a,,...,a, e RcC.

Mamy wiec pierwiastki z,,...,Z, wielomianu V\7(Z), co prowadzi do rozkfadu
W(z)=a,(z-2)-....(z-z,) dlazeC. (0.15)

Z drugiej strony wielomian W(Z) ma wspotczynniki rzeczywiste, co oznacza, ze jezeli jaka$ liczba

w e C jest jegopierwiastkiem, to réwniez liczba sprzezona W jest pierwiastkiem:

Ww)=aw"+a, W' +...+aw+a,=0 = aw'+a, W +...+aw+a,=0
czyli

O=aw'+a W +..+aw+a,=aW +a, W '+...+qW+a, =

vl -1 Y
=aW' +a, W  +...+aW+a, =0,

gdzie skorzystaliSmy z wtasnosci sprzezenia zespolonego: 7, +2, =7, +Z,, 7,2, =7,Z, oraz z faktu, ze
wspofczynniki a, sa rzeczywiste, czyli a, =a,. Wszystkie pierwiastki z,,...,Z, mozna podzielmy na

dwie grupy:
1) pierwiastki, ktore sg rzeczywiste (z, € R);

2) pierwiastki, ktére nie sa rzeczywiste (z, € C\R);

Pierwiastki z drugiej grupy wystepuja parami , gdyz jezeli z, e C\R jest pierwiastkiem, to réwniez

Z, jest pierwiastkiem (co pokazalismy przed chwilg), a ponadto tezz, e C\R.

Ustawny pierwiastki w takiej kolejnosci, aby na poczatku byty rzeczywiste (€ R), a nastepnie

nierzeczywiste (€ C\R), ktére beda wystepowaty parami

Xyeoor Xoy 23y Zp0eney 2o, Z
%/_/ %/—/

1 Es1 Fs

eR eC\R

Mozemy teraz rozktad (0.15) zapisa¢ nastepujgco

W(2)=a,(2-%)...(2= X )2~ 2)(2~7)...(2 -2, - Z.). (0.16)
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Zauwazmy teraz, ze
(z-2)z-2)=2"-(2, +Z)2+2,Z, =2° -2Re(z,)z+| z, ’=2% + p.Z+Q,,
gdzie p, =—2Rez,, q, =z [’ i oczywiscie p,, g, € R. Zatem rozktad (0.16) ma postac

W(2)=a,(z—xX)...(2=%)(Z* + pz+,)...(2> + p,z+0,).
Ostatecznie wystarczy teraz w tej rownosci podstawi¢ Z=XeR:

W(X)=W(x)=a,(X—X)...(x=X ) + pX+a)...0¢ + pX+0q,),
co konczy dowadd.
Przyktady
2x° —x* =X +1=(X+1)(2x* = x+1),
X'+ —x=1=(Xx=D(X+1)(X* + x+1),

2x' —Ax® +7x% = 2x+3=(2x* +1)(x* —2x +3),
X'+ =3x% = x+2=(X=-D(X-D(X+D)(x+2) = (x=1)* (X +1)(x + 2).

Zauwazmy, ze rozktad (0.14) jest w rownowaziny znalezieniu pierwiastkdw (rzeczywistych)
wielomianu W (X). Wynika to stad, ze

W(x)=0<=PR(X)=0Ilub R,(x)=0lub ... B,(x)=0.

Czynniki P(X) sa liniowe lub kwadratowe. Jezeli wigc degP =1, to P(X)=ax+h, wiec
pierwiastek X, =—h. /a,. Natomiast gdy degP, =2, to wielomian jest nierozktadalny, wiec nie ma

pierwiastkow rzeczywistych.

Zad. 4. Znalez¢ rozktady na czynniki nierozktadalne nastepujgcych wielomiandw:

a) x> +3x—4

b) X3 +x%2—4x—4
9 x* +3x® —4x?
d) x* -1

e) X' +x%+2x—4
f) X3 +3x% —4x

Zad. 5. Rozwigzac w zbiorze liczb rzeczywistych nastepujace uktady réwnan liniowych

2x+4y =15 -3x+0,5y =12 X+y=1
6x—-y=-1 6Xx+4y=-1 3x—4y =1
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Zad. 6. Dla jakich wartosci parametru m e R ukfad réwnan

3X—(Mm-1)y=3,
mx—2y =-2,

jest niejednoznaczny?

Potega o wyktadniku catkowitym. Niech a,b € R oraz n € Z. Wtedy definiujemy

a"=1 dla n=0,
a"=a dla n=1,
a"=a-...ra dla n>1,
—_——
n razy
a" = %n dla n<0.
a

Zad. 1. Niech a, b € R bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi, a N, MmeZ liczbami catkowitymi.

Udowodni¢ nastepujgce tozsamosci:

a"b" = (ab)"
anam — an+m
an _ AN-m
@

(an)m — anm

Zad. 2. Zapisaé nastepujgce prawa arytmetyki liczb rzeczywistych:

. prawo przemiennosci dodawania i mnozenia
° prawo tgcznosci dodawania i mnozenia
. prawo rozdzielnosci mnozenia wzglagdem dodawania

Zad. 3. Jakie sg podstawowe zwigzki tgczace operacje dodawania i mnozenia z relacjg mniejszosci w
zborze liczb rzeczywistych?

Zad. 4. Warto$¢ bezwzgledna liczby X € R jest okreslona nastepujgco:

x| x dlax=>0,
“]—x dlax<0.

Udowodni¢ nastepujace zwigzki dla dowolnych liczb rzeczywistych X, y e R.:

|x+yl<Ix|+]yl,
|x-yI<[x]-[y].
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Zad. 5. Rozwigzaé ponizsze nieréwnosci w zbiorze liczb rzeczywistych (tzn. X e R):

|2X+61]<8,

[ Xx=1|+|3x+6]>2,
I2x+4|-3|x+5]>1+x,
|X|3—x|+|x*-1|+4|<86.

Symbol sumy: X (grecka duza litera sigma)

W matematyce czesto wystepujg sumy pewnych wartosci. Gdy sktadnikéw sumy jest duzo, to
mozemy stosowaé rézne pomocne zapisy. Np. sume liczb naturalnych od 1 do 50 zapiszemy

skrétowo: 1+2+3+...450. Sume wyrazéw ciggu (a,) od wyrazu 7-ego do 30-tego moiemy
zapisa¢ tak: @, +@5+...+a,,. Okazuje sie, ze wielu zastosowaniach nawet ten zapis nie jest

dostatecznie wygodny, wiec wprowadzono jeszcze bardzie zwiezty i wygodniejszy sposdb zapisywania
sum. Jest kilka wariantéw tego zapisu. Jeden z nich wyglada tak:

n
da=a+a,+...+a,.
k=1

Na dole symbolu sumy, X, podajemy wartos¢ (indeks) pierwszego elementu sumy (tutaj: K=1), au
goéry wartoéé ostatniego indeksy sumy (nie piszemy juz K =n tylko samo n). Symbol Kk, ktéry
wystepuje w tym przyktadzie, nie jest tak bardzo istotny. Rdwnie dobrze mogtaby to by¢ inna litera
(np. 1, J, K —te sie najczesciej stosuje).

A zatem:

Zn:ak :Zn:ai :Zn:aj =a +a,+...+a,.
k=1 i=1 j=1

Oczywiscie nie jest konieczne, aby suma byta indeksowana od wartoséci 1. Moze zaczynaé sie np. od
liczby 7:

100

Zak =a, +a,+...+a,,.
k=7

Zad. 6. Zapisz przy pomocy symbolu sumy nastepujace wyrazenia:
a) 1+2+...499,

b) 1+2+...+n,

c) 5+6+...+88,

d) 2+4+6+...+200,

e) 1+3+5+...+10],
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f) 22 +3 +...4+n7,

) 1'_’_14_14,_ 1

g 17273 n’

h) X+ X2+ X+ 4+ X%,
i) 1+ X+ X2+ +. ..+ X",
_ 1 2 3 n
i) S Es—

2 3 4 n+1

k) 1-2+3-4+5-6+...+999-1000,
1) 1-2+3-4+5-6+...+2(n-1)—2n,

11111 1 1
m) ——t e —— .
1 2 3 4 5 2n 2n+1
111 1 1 1 1
n) — et S ——
1 2 3 45 2n  2(n+1)

Zad. 7. lle sktadnikéw sumy zawierajg podane nizej wyrazenia? (symbol N wszedzie oznacza liczbe
naturalng: neN)

9 9
a) da, Da.
k=0 k=1
21 53
b) Y YR
i=7 i=24
5 7
) wa k
k=-3 k=—4
n n n+2
d) Zak’ Zak’ Zak'
k=1 k=0 k=0
n+1 0 3 n 13
o KL DTKE DK DK, DK
k=-2 k=-9 k=—n k=—n k=—n+2
2n+1 3n+2
f) da, Y. a.
k=—2n j=—2n-3

Zad. 8. Oblicz wartos¢ ponizszych wyrazen:

1000

SEED YD Y D YD WD IR
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2001 1 (1 1 P B
b) Z(E_k—ﬂj’ Z(—.——} >y ,Z:;‘(_l) (2j+1).

k=1 =R i1

Zad. 9. Udowodni¢ indukcyjnie nastepujgce tozsamosci:

. Sk= n(n+1)
P 2

Zn:kz _ n(n+1)(2n+1)

o 6
n 3 n 2
. 2K=1 2K
k=1 k=1
. 1+3+5+...+2n—-1=n° (zapisac takze tg tozsamosc¢ przy pomocy symbolu sumy)
2, Q2 | 2 21 2 . . .
o 1°+3+5°+...+(2n-1 :gn(4n —1) (zapisa¢ takze ta tozsamo$¢ przy pomocy

symbolu sumy)
. 1

. Zk(k+l):—n(n+1)(n+2)
P} 3

n+1

s a
. kz_c;ak = 21 (N=0, a#1) (co sie dzieje dla a=1?)

Zad. 10. Wz6r dwumianowy Newtona pozwala zapisa¢ w rozwinietej formie wyrazenie (a+b)". Ma

on nastepujacg postaé

(a+h)" :i@}akb”k.

k=0

. Udowodni¢ nastepujgca tozsamosé dla wspétczynnikéw Newtona
n n-1 n-1
= + .
k k k-1

nn
. Pokaza¢ Z(kj =2". Uzasadni¢ algebraicznie (ze wzoru dwumianowego) i kombinatorycznie.
k=0
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Zad. 11. Symbolem | oznaczamy relacje podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych. Tak wigc zapis a|b

czytamy jako ,a dzieli b” (lub ,b jest podzielne przez a”). Udowodnié nastepujace twierdzenia
dotyczace podzielnosci w zbiorze liczb catkowitych.

. 2|(n*~n), 6| (n*~n)

. 30|(n° —n), 42|(n" —n)

o p|(n® —n) gdzie p jest liczbg pierwsza

. 9](10" 1), 12|(10" —4), 11|(10" —(-1)").

Przestrzen wektorowa

Pojeciem wektora spotykamy w fizyce. Jest to wielkos¢ fizyczna, ktéra charakteryzuje sie pewnymi
specyficznymi cechami takimi jak: dtugos¢, kierunek i zwrot. Czasami jeszcze dochodzi punkt
zaczepienia. Wielko$¢ taka wygodnie wyobraza¢ sobie w postaci strzatki. Przyktadami wielkosci
fizycznych wektorowych sg: predkosé, sita czy natezenie pola elektrycznego.

Przestrzen wektorowa stanowi matematyczng formalizacje pojecia wektora.

DEFINICIA. Przestrzeniq wektorowq nad K nazywamy czwoérke (V, K, +, -) gdzie V jest dowolnym

niepustym zbiorem, K jest ciatem, a + oraz - s3 dziataniami dwuargumentowymi

+:VxV >V,
- KxV oV,

ktére spetniajg nastepujgce warunki (dla dowolnych a, f e K, u, v, weV):

a) Zbiér V z dziataniem + (zwanym dodawaniem) jest grupg abelowa, tzn.

a.1) (U+v)+w=U+(0+W) (tgcznos¢ dodawania);

a.2) 3@V Y UueV:u+®=u (istnienie elementu neutralnego dla dodawania, ® — nazywac

go bedziemy wektorem zerowym);
a.3) VueV 3-ueV:u+(-u)=0 (wektor —u nazywamy wektorem przeciwnym do U);
a.4) U+v=v0+U (przemienno$¢ dodawania);
b) Dziatanie - (zwane mnozZeniem) spetnia nastepujgce warunki:
b.l) - (U+v)=a-U+a-L
b.2) (d+f)-u=a-u+p-u
b3) () = (ap)-u

b.4)1-u=u.

Uwagi:
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1) Elementy zbioru V bedziemy nazywaé wektorami, a elementy zbioru K skalarami. Ciato K w
naszych zastosowaniach to bedzie: albo zbidr liczb rzeczywistych (K =R), albo zbiér liczb

zespolonych (K =C), albo zbidr liczb wymiernych (K =Q).

2) Mnozenie wektora przez skalar oznaczamy kropka (-), ale czasami pomijamy te kropke (podobnie
jak przy zapisie mnozenia liczb); tak wiec jezeli mamy skalar a € K oraz wektorv €V, to mozemy

pisa¢ a-v lub av.

3) Jak widzimy definicja przestrzeni wektorowej oznacza, ze w zbiorze V jest okreslone dodawanie
wektorédw U, v: U+v oraz mnozenie przez skalary ¢ eK: «a-v tak, aby zachodzity pewne

,haturalne” wtasnosci.

4) Wektor zerowy, ktéry w definicji oznaczyliémy symbolem ® na ogdt bedziemy jednak oznaczaé
zwyktym zerem, 0. Tak samo jest oznaczana liczba zero, 0 € K. Nie powinno to prowadzi¢ do
nieporozumien, gdyz z kontekstu wiadomo, o ktére ,,zero” chodzi. Na przyktad w zapisie 0-u lub Ou
mamy do czynienia ze skalarem 0, ale w zapisie -0 lub a0 symbol 0 to wektor zerowy.

5) W niektdrych opracowaniach wektory wyrdznia sie czcionka pogrubiong, np. U, E lub dopisujac

strzatke nad symbolem, np. U, E. Konwencje te czesto stosuja fizycy.

Jednym z podstawowych przyktadéw przestrzeni wektorowej (rzeczywistej) jest przestrzer (R",RR)

zwana N— wymiarowa rzeczywistg przestrzenig kartezjariska. Zbior wektoréw V =R" jest okre$lony
jako zbidr wszystkich n— elementowych ciggéw liczb rzeczywistych

R"=Rx..xR={(X,...,X,): X,..., X, € R}.

Aby jednak zbiér R" stat sie przestrzeniag wektorowa, musimy jeszcze okreéli¢ dodawanie elementéw

X, Y € R" oraz mnozenie wektora X € R" przez skalar & € IR. Dziatania te okre$lamy nastepujgco

O+ X)) F (Yoo Vo) = O+ Yo X+ Y,
a-(X,.... X)) =(ax,...,ax,),

dla dowolnych X=(X,..-,X.), Y=(Y;,---,¥,) € R" oraz @ € R. Mimo, ze &ciélej rzecz biorac

przestrzen wektorowa to para (Rn,R), to w praktyce upraszczamy zapis i postugujemy sie zapisem

R" zamiast pary (R",RR).

Zad. 7. Narysowac podane wektory w przestrzeni R? i R3,
a) (21 3)1 ('21 '3)1 (31 5)1 (Oll)l (11 0)/ ('1; 0)

b) (0,1,1),(1,1,1),(-1,-1,-1)
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Zad. 8. Niech v, u, weR?: v=(1, 2), u=(-2, 0), w= (-1, —1). Wykona¢ podane nizej dziatania i

podad ostateczng postac powstatych wektorow.

a) vV+u h) v+4w—u

b) V+Uu+w i) (w+u)/2

0) 2v i) (W—2u)/2

d) —-w k) —3w+U+3w

e) —3w 1) V—2W+5W+2u—4u +V
f) V+W m)  0,5v+12w-3,4v+0,9w
g) w-u

n) 4(v+2u +3w) —2(v—2,5w) + 6w

Zad. 9. Niech v, U, weRR®: v=(, 2,0),u=(-1 -2, 0), w=(2, 2, 3). Wykonaé¢ podane nizej

dziatania na tych wektorach.

a) V+Uu+Ww e) 4(-2v+3wW)/2+W+V+W
b) 2(V+ W) +V+3w f) =3(W+V—2W+V—4w+V) +2(u+3w)
c) 3(V+2u +2w) +4v —3w

d) (v+w+u)/3

Zad. 10. Niech V bedzie dowolng przestrzenig wektorows. Zatézmy, ze mamy dane dwa wektory: a,
b e V. Znalezé wektory u i v takie, ze:

) a=u+v 2Uu+v=a a+b=-2u+4v
a
b=u-v —4u-2v=>L a—-2b=u+3v

2
Zad. 11. Dane sg wektory U, V, We R . Znalei¢ skalary «, 3, y € R takie, ze: av+ fu+yw=0

dla nastepujacy wektoréw:

u=(2 4) u=(1 2) u=(24)
a) v=(-10) b) v=(2, 2) ov=(-14)
w=(0, 3) w=(1, -1) w = (0, 0)

Zad. 12. Dane s3 pary wektoréw U, V€ R?. Znale#¢ a, L €R takie, ze: au+ pv=0.

Zinterpretowad wyniki geometrycznie (w uktadzie wspétrzednych na ptaszczyznie) .
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u=(,2) u=(1 -1 u=(,0)
v=(-123) v=(-2,2) v=(0,1)
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Baza przestrzeni wektorowej

Jednym z wazniejszych pojeé w teorii przestrzeni wektorowych jest baza przestrzeni wektorowej.
Modwigc opisowo jest to taki podzbidr wektoréw tej przestrzeni, ze dowolny wektor przestrzeni
mozna roztozy¢ wzgledem wektoréw bazowych w postaci tzw. kombinacji liniowej, i to w sposéb
jednoznaczny. Aby wprowadzi¢ pojecie bazy wygodnie jest wprowadzi¢ wczesniej dwa inne pojecia:
liniowg niezaleznosci oraz uktad generatorow.

Mowimy, ze zbiér wektoréw U,,...,U  jest liniowo niezalezny, gdy zachodzi nastgpujgca wtasnosc

wyrazona w formie implikacji:

AU +...+4U, =0 = 4 =0,...,4 =0.

Moéwimy, ze zbiér wektoréw U,,...,U., jest uktadem generatorow (uktadem generujacym) przestrzen

wektorowa V, gdy
vxeV 3 A4,..., 4, €K takie, ze x=A4u, +...+ 4, U,.

Moéwimy, ze zbiér wektoréw U,,...,U  jest bazq przestrzeni wektorowej, jezeli jednoczesnie jest

liniowo niezalezny i jest uktadem generatoréw.

Wspotrzedne wektora wzgledem bazy

Dzieki wybraniu jakiejs bazy w przestrzeni wektorowej, mozemy wektory opisywaé przy pomocy
wspotrzednych. Nalezy wyraznie podkreslié, ze wspdtrzedne zalezg od wyboru konkretnej bazy.
Oznacza to, ze ten sam wektor bedzie miat na ogét rozne wspédtrzedne w réznych bazach.

Zad. 1. Udowodni¢, ze wspodtrzedne danego wektora s3 w danej bazie wyznaczone jednoznacznie.
Doktadniej: niech V bedzie rzeczywistg (nad ciatem R ) lub zespolong (nad ciatem C) przestrzenia

wektorowa, b,,...,b, pewng bazgw V oraz X €V. Wtedy zachodzi

X=Ab +...+4b, oraz x=pub +...ub, > A=p,... 4, =4,

Podsumujmy zatem podstawowg wiasnos¢ bazy przestrzeni wektorowej

Niech B={b,,...,b,} bedzie baza przestrzeni wektorowej V. Wtedy kazdy wektor XeV ma
jednoznaczne przedstawienie w postaci sumy:

X=2b +...+ A0, =D Ab.

i=1

Liczby A,,..., A, nazywamy wspdfrzednymi wektora X w bazie B.
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Zad. 2. Wyznaczy¢ wspotrzedne podanych wektoréw w réznych bazach.
1) v=(2,5)

Q baza: b =(2,3),b,=(11)

] baza: b =(2, 4), b, =(-1, 2)

2) v=G3 2,1

] baza: b, =(1 0, 2), b,=(-1 2, 3), b;=(-2, 2, 0)

o baza: b = (2, 2, 2), b, = (0, 2, 3), b, = (4, 5, —5)

Zad. 3. Jak wiemy w przestrzeni R" istnieje pewna szczegdlna, wyrézniona baza sktadajaca sie z
nastepujacych wektoréw: € =(1,0,...,0), e, =(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1). Jest to tzw. baza

kanoniczna. Jak wygladajg wspdtrzedne wektora w bazie kanonicznej?

Zad. 4. Wyznaczy¢ wspétrzedne wektora V = (X, Y, z) € R® w nastepujacych bazach:
a) 10,2,(-123),3 29

b) -1 -2,-1),(0,0,1),(3 2,1

Podac wspétrzedne A4, 4,, 4, jako funkcje sktadowych X, y, z dowolnego wektora v = (X, Y, Z).

Zad. 5. Wyznaczy¢ wspétrzedne podanych wektoréw z R" w nastepujacej bazie:
b =@0,...,0),b,=(110...,0), b,=(1,110...,0)...,b, =1,1,...,1).
a) v=(nn-1,n-2,...,1)

b) V=%, X0y X,)

Zad. 6. Czy istniejg jakies wektory, ktére majg takie same wspoétrzedne w kazdej bazie? Jezeli tak, to
podaé jakis przyktad.

Zad. 7. Niech V bedzie dowolng przestrzenia wektorowg i niech VeV. Zatézmy ponadto, ze w

kazdej bazie przestrzeni V wspotrzedne tego wektora sg takie same i réwne A, ..., 4,. Udowodnic,

zewtedy: 4 =...=4, =0.

Operatory liniowe

W kazdej przestrzeni wektorowej mozemy wyrdznic specjalng klase funkcji. Sg to tzw. funkcje liniowe
(zwane tez operatorami liniowymi). Funkcje te sg naturalnym uogdlnieniem funkcji liniowej znanej z
szkoty (y = ax).
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DEerINICIA. Niech (V,K) oraz (U, K) beda dwiema dowolnymi przestrzeniami wektorowymi nad tym
samym ciatem liczbowym K (mozemy przyjaé, ze K =R lub K =C). Funkgje:
F:V->U,

nazywamy operatorem liniowym, gdy spetnia nastepujgce warunki:

a) X, yeV :F(x+y)=F(X)+F(y),
b) vxeV, aeK: F(ax)=aF(x).
Uwaga!

Oba powyzsze warunki mozna wyrazi¢ jednym:

dla dowolnych X,y €V, a, f € K zachodzi:

F(ax+ py) =aF(X)+ SF(y).

Zad. 8. Niech F :V —U bedzie dowolnym operatorem liniowym. Wtedy

a) F(0)=0,

b) F(=x) =—F(x),

<) F(x=y)=F(x)-F(y),

d) Jezeli W cV jest podprzestrzenia wektorowg przestrzeni V, to F(W) jest

podprzestrzenig wektorowa przestrzeni U.

Zad. 9. Ktére z podanych funkcji s, a ktére nie sg operatorami liniowymi?

a) F:R* >R, F(x,y)=2x+1

b) F:R*> >R, F(x,y)=2x+3y

c) F:R? > R? F(XY)=(2x+3y,x-Y)
d) F:R* >R, F(x,y)=x°

e) F:R* > R* F(X,Y,2)=(X+Y, y+Z, X)
f) F:R* >R F(X,y,2)=(z, X, Y)

g) F:R* >R F(x,y)=(0,x 0,Y)

h) F:R* >R, F(X,y)=xy

Zad. 10. Udowodni¢, ze ogdlna postac funkcji liniowejz R" do R, czyli F:R" > R jest
nastepujaca:
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n
F (X0 Xy oo Xy ) = 80X 8%+ 8, X, = D 8K,
k=1

gdzie a,,...,a, € R sg pewnymi wspétczynnikami liczbowymi.

Zad. 11. Mozna udowodni¢, ze kazde przeksztatcenie liniowe jest w petni okreslone, jezeli tylko
znamy jego wartosci na wektorach pewnej ustalonej bazy.

,Odtworzy¢” wzér na przeksztatcenie liniowe na podstawie ponizszych danych:

a) F:R' >R oraz F(1) =3

b) F:R?> >R oraz F((, 0))=2, F((0,1)=4

c) F:R?> > R'oraz F((1, 1)=3 F((2,1))=5

d) F:R? - R? oraz F((1, 0)) = (2, 1), F((0, 1)) = (0, 4)

e) F:R* > R* oraz F((L 4) =1 1), F(2. 1)) =(-1 4)

f) F:R'—R? oraz F(3) = (5, 1)

g) F:R" —>R'oraz F(g)=4a,...,F(e,)=a,, gdzie &,...,6, sa wektorami bazy

kanonicznej, natomiast &,,...,a, € R sg danymi wspétczynnikami liczbowymi.

h) F:R®—>V oraz F((1L10)) =v,, F((0,0,2)=v,, F((10,1))=uv,, gdzie V jest

dowolng przestrzenig wektorowa, a U}, U,,0, €V to dowolne ustalone wektory z tej przestrzeni.

Zad. 12. Podaj wz6r na odwzorowanie liniowe F:[R? — R?, ktére jest:

a) odbiciem wzgledem osi OX

b) odbiciem wzgledem osi OY

) odbiciem wzgledem prostej o réwnaniu y = X

d) odbiciem wzgledem prostej o réwnaniu y = ax

e) obrotem o kat ¢ (w kierunku przeciwnym do ruch wskazéw zegara)
f) rzutem na o OX

g) rzutem na prostg o réwnaniu 'y = ax

Zad. 13. Podaj wzdr na odwzorowanie liniowe F ‘R® —>R3, ktore jest:

a) rzutem na ptaszczyzne OXZ

b) odbiciem wzgledem ptaszczyzny o réwnaniu: X+ Yy+z =0.
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Algebra macierzy

Dziatania na macierzach
Niech n i m bedg liczbami naturalnymi. Na potrzeby tego skryptu moze nieformalnie okresli¢
macierz jako prostokatng tablice liczb rzeczywistych (IR) lub zespolonych (C):

8, - Ay

anl cee a

nm

Liczba wierszy wynosi n, a liczba kolumn wynosi m. Elementy w takiej tablicy indeksujemy dwoma
indeksami: a;. Pierwszy indeks (wskaznik) oznacza numer wiersza, a drugi numer kolumny. Tak wiec
a; oznacza element z I—tego wiersza oraz j— tej kolumny. Zbiér wszystkich macierzy o m

wierszach i n kolumnach oznaczamy o elementach ze zbioru K oznaczamy symbolem M (n,m;K).

Czasami, gdy wiadomo o jaki zbiér chodzi piszemy krécej M(n,m). Stosowane s3 tez inne
oznaczenia, na przyktad M(nxm), K™ lub po prostu nxm. Tak wiec zbiér macierzy rzeczywistych

mozemy tez oznaczaé przez R™™, a zespolonych C™".

Jezeli N=m, to méwimy, ze macierz jest kwadratowa. Ponizej jest kilka przyktadéw macierzy

5
1 50] [21
1 - 9 1 1] |1
|2 12 6|, |4 0], o1z
4 00 -2] |0
0 -12] |11 )

Mamy tu kolejno macierze typu R??, R*®, R¥*? R*® R*, R™.

Do oznaczania macierzy uzywamy na ogét duzych liter A, B, C, X itp. Macierz o elementach a; jest
czesto oznaczana symbolem (aij). Tak wiec piszemy: macierz A= (aij) lub, gdy chcemy podaé jawnie

liczbe wierszy i kolumn: A= (aij)nxm (macierz o wymiarach nxm.

O przydatnosci macierzy w matematyce i zastosowaniach decydujg dopiero dziatania, ktore s3
okreslone w zbiorze macierzy: dodawanie dwdch macierzy, mnozenie macierzy przez liczbe oraz
mnozenie dwdch macierzy.

Jezeli A, B sg dwiema macierzami o tym samym wymiarze nxm
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TR b, ... Dby,
A= : . |, B=|: . |
a, ... @ b, ... b

nm

to suma tych macierzy, oznaczana przez A+ B, jest zdefiniowana nastepujgco

a11+b11 a1m+blm
A+B= : : :
a,+b, ... a,+b

nm nm

a iloczyn macierzy A przez skalar a (liczbe z R lub C), oznaczany jako aA, jest zdefiniowany

nastepujaco

Podkresimy, ze dodawa¢ mozemy tylko macierze tego samego rozmiaru. Obie te operacje s3 jak
widzimy bardzo proste: aby doda¢ dwie macierze, dodajemy odpowiadajgce sobie elementy a
mnozenie przez skalar polega na mnozeniu kazdego elementu macierzy przez ten skalar. Jest to
zilustrowane na przyktadzie ponizej

20—3+313_510 310—3_30—9
4 2 1/|5 0 7| ]9 2 8 |2 2 1| |6 6 3

Z definicji tych dwdch dziatan na macierzach oraz z wiasnosci dziatan w zbiorach R i C wynikaja
nastepujace prawa: jezeli A/ B,C s3 dowolnymi macierzami rozmiaru nxm, a «,f dowolnymi

skalarami, to

a) A+B=B+A

b) A+(B+C)=(A+B)+C
c) a(A+B)=aA+aB

d) (ap)A=a(BA)

e) (a+ ) A=aA+ BA

Uzasadnienie jest bardzo proste — wystarczy tylko stosowaé odpowiednie definicje. Na przykfad
rownos¢ a) mozemy uzasadni¢ tak: niech A=(a;), B=(b;) beda macierzami rozmiaru nxm. Z
definicji A+B=(a; +b;), ale dodawanie liczb jest przemienne, wiec a; +b; =b; +a;, czyli
A+B=(a; +b;)=(b; +a;) =B+ A Innym sposobem moze by¢ zapisywanie macierzy w postaci

tablic. Uzasadnijmy rownosc e)
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a, - aim_def_(owﬂ)a11 o (a+ Py,
@+BA=@+p| : - = S
&y - an| [(@+PBa, ... (a+p)a,
aay+pa, ... ady,+pay, | [eay ... aa,] [fay ... Pa,|
= g : e S L T
aay,+pa, ... aa +pa, | |aa, ... ad, pa, ... pa.
Ay e Ay Ay e By
=al @ S+B . |=aA+ BA
a, .. a._ a, .. a_

Jak widaé tozsamosé (ax+ ) A= a A+ [ A opiera sie na tozsamosci (a + f)a=aa+ fa, czyli na

prawie rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania w zbiorze R lub C.

Macierze z dotychczas okreslonymi dziataniami, A+ B, aA, nie bytyby zbyt przydatne, gdyby nie
kolejne dziatanie na macierzach, a mianowicie iloczyn dwdch macierzy. Tym razem nie jest to prosta
operacja polegajaca na mnozeniu odpowiadajacych sobie elementéw macierzy A=(g;), B=(by).

Operacja ta wyglada nastepujgco: jesli A jest macierzg rozmiaru nx p, a B jest macierzg pxm, to

ich iloczyn C = A-B jest macierzg rozmiaru NxM o elementach okreslonych nastepujaco
p
¢, =Y ab, (@<i<n 1<j<m). (0.17)
k=1

Jezeli sie doktadniej przyjrzymy temu wzorowi, to zauwazymy, ze element C; iloczynu powstaje przez
»pomnozenie” i—tego wiersza macierzy A=(g;) oraz j— tej kolumny macierzy B=(b;). Na

przyktad mnozac dwie macierze 2x2 otrzymamy macierz 2x 2
3 2|1 5] | 31+2-2 3:5+2:6| |7 27
2 4||2 6| |-21+4-2 —2-5+4-6| |6 14/
a mnozac macierz 2x3 przez macierz 3x 3 otrzymamy macierz 2x 3

4
{12—3}
0 2 -1

3

[-7 -4 -5
15 4 1

Podkreslmy jeszcze raz: aby mozna byto pomnozyé macierz A przez B otrzymujac macierz C = AB

'_\
O N -
w N O

[1442:(-D)+(-3)-3 11+2.2+(-3)-3 1.0+2-2+(-3)-3
10:4+2-(-)+(-1)-3 0-1+2:2+(-1)-0 0-0+2-2+(-1)-3

musi by¢ spetniony warunek
liczba wierszy macierzy A = liczba kolumn macierzy B.

Mnozenie macierzy jest fagczne
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A(BC) = (AB)C. (0.18)

Zaktadamy oczywiscie, ze mnozenia mozna wykonaé, czyli Ae M(n, p), BeM(p,q), C e M(q,m).
Aby udowodnié¢ rdwnos¢ (0.18) najlepiej postuzy¢ sie rachunkiem z wykorzystaniem symbol sumy i
zastosowac definicje (0.17). Ponadto w odpowiednim momencie musimy skorzysta¢ z tacznosé

mnozenia liczba, a(bc) =(ab)c. Mamy mianowicie (symbol (M), oznacza odpowiedni element

macierzy M : jest te element z i —tego wiersza oraz j — tej kolumny)

(A(BC))U = Zp:aik (BC)kj = Zp:(aikzq:bmcuj = Zq:aik (kaCIj) = Zi(aikbkl)clj =

p
k=1 1=1 k=1 1=1 k=1 1=1

= Zp:(aikbu )Clj = Zq:(AB)i| G = ((AB)C)ij '

q
1=1 k=1

Mnozenie macierzy jest rozdzielne wzgledem dodawania macierzy. Dokfadniej, jezeli Ae M(n, p),

B, C € M(p,m), to zachodzi réwnos¢
A-(B+C)=A-B+A-C. (0.19)

Sposdb uzasadnienia jest podobny jak w przypadku tacznosci — wzér (0.18). Tym razem jednak w
odpowiednim miejscu nalezy skorzystac z rozdzielno$ci mnozenia wzgledem dodawania w zbiorze R
lub C, a(b+c)=ab+ac. Mamy bowiem

P p p p p
(A(B +C))ij = Zaik (B+C)y = Zaik (bg +cy4) = zaikbkj + Gy = Zaikbkj +Zaikckj =
k1 k1 kL k1 k1

= (AB), +(AC), = (AB + AC),.

PokazaliSmy wiec, ze kazdy element (i, j)—ty macierzy A(B+C) jest rowny elementowi (i, j) —

temu macierzy AB + BC. Stad wynika rownos¢ (0.19).

Kolejna wtasnos¢ mnozenie macierzy: niech Ae M(n, p), BeM(p,m) oraz o bedzie skalarem,

wtedy
a(A-B)=(axA)-B=A-(aB) (0.20)

Uzasadnienie jest catkiem elementarne
P P P
(a'(A' B))ij =a(A-B); = azaikbkj = Z(aaik)bkj = Z(aA)ik by = ((aA) : B)ij .
k=1 k=1 k=1

Poniewaz réwnos$¢ zachodzi dla kazdej pary indekséw (i, j) wiec macierze s3 réwne,

a(A-B) =(aA)-B. Druga réwnos$¢ z (0.20) uzasadniamy analogicznie.

Dla danej macierzy A rozmiaru NxM macierz transponowana, oznaczana symbolem AT, jest
zdefiniowana poprzez przestawienie wierszy z kolumnami, czyli jezeli A:(aij), to (AT)U- =a;. Oto

przyktad
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14
13 2]
A= , AT=| 3 0|
40 5
2 5

Z definicji transponowania macierzy wynika, ze jezeli Ae M(n,m), to Ae M(m,n). Operacja

transponowania ma nastepujgce wtasnosci
a) (A =A
b) (A+B)' =A" +B'
c) (aA)' =aA
d) (A B)T =BT A

Tozsamosci a) — c) sg oczywiste, jedynie tozsamosé d) wymaga bardziej szczegétowego uzasadnienia.
Mamy

p p p
((A' B)T )ij =(A- B)ji = zajkbki = zbkiajk = Z(BT)ik(AT)kj :(BT AT )ij .
k=1 k=1 k=1
Z dowolnosci i, j mamy wiec (A~B)T =B"-A'. Zauwazmy tez, ze w tej réwnosci wazna jest

kolejnos¢ mnozenia, gdyz mnozenie macierzy nie jest przemienne.

Szczegdélnym przypadkiem macierzy sg tzw. macierze kwadratowe, czyli takie, w ktérych liczba
wierszy jest réwna liczbie kolumn (m =n)

8 ... 8y
nl et nn

W przypadku macierzy kwadratowych uzywamy oznaczerr M (n,R), M (n,C), M(n), lub R™", C™",

Moéwimy tez: macierz kwadratowa stopnia n lub po prostu macierz stopnia n.

Macierz kwadratowa stopnia n postaci

nazywamy macierzg jednostkowa. Jedynki wystepujg tylko na gtéwnej przekatnej (na diagonalnej) a
poza nig wystepuja wszedzie zera. Macierz jednostkowa ma wtasnosc

Al=1-A=A (0.21)
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Dlatego mozemy powiedzie¢, ze macierz | jest elementem neutralnym mnozenia macierzowego
(petni podobna role jak liczba 1 w zbiorze liczb rzeczywistych R). Elementy macierzy jednostkowe;j

zazwyczaj oznaczamy symbolem &; (delta Kroneckera)

(0.22)

ij

1 dai=j,
0 dlaizij.

Sprawdzmy pierwszg z réownosci (0.21)
n
(Al )ij = Zaiké‘kj =g = (A)ij’
k=1

gdyz w powyzszej sumie sktadnikidla k # j réwne zeroadla k=j J;=1.

WspomnieliSmy juz, ze mnozenie macierzy nie jest przemienne. W przypadku macierzy
kwadratowych stopnia n, A BeM(n) oba iloczyny AB oraz BA sg poprawnie okreslone, ale

macierze te sg na ogot rézne. Oto przyktad

o H BN O

wiec mamy AB = BA

Teraz krotko omowimy kolejne pojecie algebry macierzy wazne w zastosowaniach — macierz
odwrotng do danej macierzy kwadratowe;j.

DEFINICIA. Niech A bedzie dang macierzg kwadratowa stopnia N. Macierz kwadratowg B stopnia n
nazywamy macierzg odwrotng wzgledem macierzy, gdy zachodzg rownosci

A-B=B-A=1. (0.23)

Zauwazmy, ze rownosci definicyjnej (0.23) wynika, ze jezeli macierz A jest odwrotna wzgledem B,

to rowniez jest odwrotnie: macierz B jest odwrotna wzgledem A.

aso|3 [ T 1) _[3141(2) 3(-+13]_[1 0
{2 J{—z 3}{2-“1-(—2) 2-(—1)+1.3}{o J'

Na przyktad

aa_| 1 13 1]_[1:3+(D-2 11+(-D1]_[1 0
{—2 3}{2 1}{(—2)-34-2 (—2)-1+3-J{o J'

Tak wiec macierze
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s3 wzajemnie odwrotne.
Po wprowadzeniu pojecia macierzy odwrotnej od razu pojawiajg sie oczywiste pytania:

a) Jaki warunek musi spetnia¢ macierz kwadratowa, aby istniata do niej odwrotna?
b) Czy macierz odwrotna jest wyznaczona jednoznacznie?
c) Jezeliistnieje macierz odwrotna, to jak ja wyznaczy¢?

Pytanie a)

tatwo zauwazyé, ze nie kazda macierz kwadratowa posiada odwrotng. Oczywistym przyktadem jest

S

gdyz dla dowolnej macierzy B e M (2) mamy

23 ol oo ol7lo 3
0 0|lb, b,| |0 0] |0 1

Ale nawet macierze niezerowe mogg nie posiada¢ odwrotnej o czym $wiadczy przykfad

AB:F ZM% b12:|:|:b11+2b21 b12+2b22}{1 0}
0 Oflby, b, 0 0 0 1

gdyz dla dowolnych elementéw macierzy B nie otrzymamy jedynki w prawym dolnym rogu. Wida¢

macierz zerowa

wiec, ze kryterium na odwracalno$¢ macierzy musi byé nieco bardziej subtelne. W kursie algebry
liniowej dowodzi sie kilku wzajemnie rGwnowaznych postaci takiego kryterium. Przypomnijmy je

TWIERDZENIE. Niech dane bedzie macierz kwadratowa A stopnia N. Nastepujgce warunki s3
rownowazne

i) macierz A jest odwracalna

ii) kolumny macierzy A traktowane jak wektory w R" (C") sg liniowo niezalezne

iii) wiersze macierzy A traktowane jak wektory w R" (C") sg liniowo niezalezne

iv) wyznacznik macierzy jest niezerowy (det A= 0)

Pojecie wyznacznika bedzie omdéwione dalej nieco dokfadniej, ale z kursu matematyki szkolnej
zapewne czytelnicy znajg wzér na wyznacznik dla uktadu dwéch réwnan liniowych z dwoma
niewiadomymi, ktéry dla macierzy wspétczynnikow ma postac

detP11 a”} = a,,8,, —a,a,. (0.24)

21 22
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Tak wigc kryterium na odwracalnos¢ macierzy 2x2 jest a,,a,, —a,,8, #0. Poniewaz wyznacznik dla

dowolnej macierzy kwadratowej moze by¢ w zasadzie obliczony (omawiane dalej tzw. rozwiniecie
Laplace’a), wiec mogtoby sie wydawacé, ze najlepszym sposobem na sprawdzenie czy macierz jest
nieosobliwa jest obliczenie wg rozwiniecia Laplace’a. Tak jednak nie jest, gdyz analiza tego wzoru
pokazuje, ze ma on ztozono$¢ rzedu n!, a wiec catkowicie sie nie nadaje do wiekszych macierzy.

Zdecydowanie lepszy jest sposéb oparty o eliminacje Gaussa o ztozonosci rzedu n®.

Pytanie b)

Przypomnijmy: czy macierz odwrotna jest jedna (jesli w ogole istnieje)? Mozna to sformutowac tak:
dana jest macierz kwadratowa A€M (n) oraz dwie macierze kwadratowe B, B, e M(n). Czy

zachodzi implikacja

AB, =B A=

= B, =B,.
AB, =B,A=1

Okazuje sie, ze odpowied? jest twierdzaca, a dowdd jest prosty (opiera sie na tgcznosci mnozenia
macierzy)

B =B/ =B,(AB,) =(B,A)B, = 1B, = B,.

Ze wzgledu na jednoznaczno$¢ odwrotnej do macierzy A mozemy uzywac jednego oznaczenia,

ktérym jest A, Tak wiec z definicji mamy
A-AT=A" A=, (0.25)

Pytanie c)

Pytanie o sposoby wyznaczania macierzy odwrotnej wkracza juz w obszar metod numerycznych.
Okazuje sie, ze zagadnienie to zwigzane jest z rozwigzywaniem uktadéw réwnan liniowych. Nalezy
podkresli¢, ze znany z kursu algebry liniowej ,,wzér” na macierz odwrotng poprzez tzw. dopetnienia
algebraiczne (wiecej szczegotéw dalej)

nie nadaje sie do , prawdziwych” obliczer numerycznych, w ktdérych pojawig sie macierze 100x100,
10001000 lub wieksze. Powodem jest to, ze wzdr powyzszy ma ztozono$¢ obliczeniowa rzedu
n-n!, wiec nadaje sie w praktyce do matych macierzy. Oczywiscie wzér powyzszy ma duze znaczenie

teoretyczne ale nie numeryczne. Zagadnieniem numerycznego wyznaczania macierzy A™ w oparciu
o procedure eliminacji Gaussa zajmiemy sie w rozdziale Ukfady Liniowe.

Operacja odwracania macierzy ma nastepujgce wtasnosci (wszedzie zaktadamy, ze A,BeM(n) sa

nieosobliwe):

a) (@A) =a At jezeli a0,

b) (A-B)y'=B* A",
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o (A =(A)
d (AH'=A

Powyzisze tozsamosci dowodzi sie stosunkowo tatwo, jezeli tylko przypomnimy sobie definicje
macierzy odwrotnej (rownosé (0.23) lub (0.25)).

Ad a) Pytamy czy o *A? jest odwrotng dla macierzy o A? Mamy
(aA(a A =(aa™)(AAD) =1l =1,
zatem (@A) =a A
Ad b) Pytamy czy B*A™ jest odwrotna dla macierzy AB? Mamy
(B'A*)(AB) =B (A*A)B=BIB=BB=1,
zatem (A-B)'=B*. AT,

Ad c) Korzystamy z dwéch faktéw: |7 =1 oraz (AB)" =B" A", Zachodzi
T -1 T
AtA=I = (APA) =IT = AT(AY) =1 = (A7) =(AY).
Ad d) Jest to wtasciwie ¢wiczenie na zrozumienie sensu definicji. Mamy bowiem

AAT =ATA=1,

-1
w szczegdlnosci wynika stad, ze odwrotng dla A™ jest wtaénie A, wiec (A’l) =A

Zad. 1. Czy kazde dwie macierze mozna dodac? Jakie muszg byc¢ spetnione warunki aby mozna byto
dodac do siebie dwie macierze?

Zad. 2. Jaka jest definicija mnoZenia macierzy przez liczbe (skalar)? Niech & € R. Jaki jest wynik
ponizszych mnozen:

1 ...1
2 4 6 )

11 ...1 ¥ X
al. . .= -3|5 0 7|= X =
Do : 2 L

0 4 4 X
11 ...1

Przypomnijmy: jezeli Ae M (n, p), B e M (p,m), to okreslone jest mnozenie macierzy. W wyniku

uzyskamy nowa macierz C = A- B, taka ze C € M (n,m). Wazna jest kolejnos¢ mnozenia!
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Zad. 3. Wykonaj mnozenia nastepujgcych par macierzy kwadratowych:

[2 57[3 6]

4 7]|2 8]

2 4 102 2 10
3 59|52 12|=
7 2 6J1 3 -1
1 0 0f2 2 10
0101 3 12|=
0 13 3 -1

Zad. 4. Jaka posta¢ ma macierz jednostkowa? Jakg wtasnosé posiada macierz jednostkowa?

Zad. 5. Wykonaj mnozenia macierzy

_ 2 2
100
.13:
010
- -3 3
1 0 5[[2 2 100
2 1 010 -1 2|=
3 01|33 -1 3
2
1
L 2 3 -2]||=
3
4

Zad. 6. Podaj przyktad dwdch niezerowych macierzy, ktdrych iloczyn jest macierzg zerowsa.
Odpowiedni przyktad jest juz dla macierzy kwadratowych 2x2. Czy podobne zjawisko moze sie
zdarzy¢ gdy mnozymy dwie liczby rzeczywiste?

Zad. 7. Dane sg macierze:
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Oblicz nastepujace wyrazenia macierzowe:
a) (3A+B)(C-2D)

b) (A-B)(A+B)

c) (A+B)?

d) C?’-CD

Zad. 8. Czy w algebrze macierzy prawdziwe sg nastepujgce wzory skréconego mnozenia:

a)  (A+B)(A—B)=A?_B?
b) (A+B)’ = A’ +2AB +B?

Jezeli nie, to z czym to jest zwigzane?

Zad. 9. Oblicz nastepujacg potege macierzy:

10 1994

Zad. 10. Udowodnij nastepujacg tozsamos¢:

cosp —sing | |cosy —siny | |cos(p+y) —sin(p+y)
sinp cose | |siny  cosy B sinfp+y)  cos(p+y) |

Wyznaczniki

Wyznacznik macierzy jest to pewna liczba, ktérg w sposéb jednoznaczny przypisujemy do macierzy,
przy czym okreslamy jg tylko dla macierzy kwadratowych. Jezeli A jest macierzg kwadratowg nxn,
to wyznacznik tej macierzy oznaczamy symbolem det A. Dla macierzy rzeczywistych mamy det Aec R
a dla zespolonych det Ae C. Czasami stosujemy inne oznaczenie wyznacznika, a mianowicie | A|.
Wyznacznik ma szereg wtasnosci, w szczegdlnosci informuje nas o tym czy macierz jest odwracalna:
zachodzi to wtedy i tylko wtedy, gdy det A= 0. Niestety definicja wyznacznika nie jest elementarna i
wprowadzenie jej wymaga udowodnienie szeregu wtasnosci. Tutaj podamy podstawowg
charakteryzacje wyznacznika oraz podstawowe sposoby jego obliczania.

Okazuje sie, ze wyznacznik jako funkcja na zbiorze macierzy kwadratowych
det:M(n) > R,
jest jednoznacznie scharakteryzowany przez nastepujgce warunki:

i) wyznacznik macierzy jednostkowej jest réwny 1: detl =1,

ii) wyznacznik jest liniowg funkcjg wzgledem poszczegdlnych kolumn:

det[c,...,c,,aC, + fc/,C.q,...,C,.]=adet[c,...,C,...,C,]+ Bdet[c,...,C,...,C,]

ceey by
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iii) jesli dwie kolumny macierzy sg réwne, to wyznacznik tej macierzy jest réwny zeru.

Mozna udowodni¢, ze istnieje funkcja o powyzszych wiasnosciach i to tylko jedna. Kolumny nie sg w
jakis szczegdlny sposéb wyrdznione w tej definicji. Mozna kolumny zamieni¢ powyzej z wierszami i
otrzymamy ten sam wyznacznik. W szczegdlnosci wynika stad, ze wyznacznik jest liniowy wzgledem
poszczegdlnych wierszy oraz jezeli dwa wiersze sg takie same, to det A=0.

Niestety to co dotychczas powiedzielisSmy o wyznaczniku nadal nie pokazuje jak go obliczaé. Jednakze
doktadniejsza analiza powyzszych warunkéw prowadzi do pewnych ,wzoréw” na obliczanie
wyznacznikow.

Wzor |

Jezeli A jest macierzg stopnia N, to

det A=) sgno-a,, -a,, -...-a,, (0.26)

oeS,

gdzie S, jest zbiorem wszystkich permutacji zbioru {1,2,...,n}, a sgno oznacza tzw. znak permutagji
(sgno =+1).* Praktyczne obliczanie wyznacznika ze wzoru (0.26) nie bardzo ma sens, gdyz suma w
nim wystepujaca ma n! sktadnikéw. Wida¢ natomiast, ze dla n=1 mamy det[a,]=4a,,, natomiast

dla n=2, gdzie mamy dwie permutacje S, ={(1,2), (2,1)} otrzymamy

8, 4,

21 22

det =sgn(l, 2)a;,a,, +s9n(2,1)a,a,, = a8, — 8,8,

a wiec wyrazenie ktore pojawia sie juz w szkole $redniej. Oczywiscie dla n =3 liczba sktadnikow
bedzie 6.

W?zér Il (rozwiniecie Laplace’a)

Ten sposdb obliczania wyznacznika ma charakter rekurencyjny: wyznacznik macierzy stopnia n
sprowadza sie do obliczania n wyznacznikéw stopnia N—1. Rozwiniecie Laplace’a wzgledem j—

tego wiersza dla macierzy A= (aij) stopnia n ma postac

‘ Przypomnijmy, ze permutacjq dowolnego skoriczonego zbioru X nazywamy dowolng wzajemnie jednoznaczng funkcje
f: X — X. Jezeli elementy zbioru X ponumerujemy X ={x,X,,...,X,}, to wida¢, ze kazda taka funkcja jest wiasciwie
tym samym co cigg elementdw zbioru X, w ktorym kazdy element wystepuje doktadnie jeden raz. Na przyktad dla
X ={a,b,c} permutacje sa tozsame z ciggami: abc, ach, cab, cba, bca, bac. Jak tatwo zauwazy¢ dla zbioru n—
elementowego liczba permutacji wynosi n!. Ponadto mozna udowodni¢, ze kazda permutacja o jest ztozeniem pewnej
liczby transpozycji. Transpozycja to taka permutacja, w ktdrej tylko dwa wybrane elementy sg zamienione miejscami
(pozostate nie sa ruszane). Dla parzystej liczby transpozycji przyjmujemy sgno =1, a dla nieparzystej sgno = —1.
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det A=) (1) a, det A, (0.27)
k=1

gdzie macierz Ajk jest macierza stopnia n—1 powstatg z macierzy A przez wykresdlenie j-—tego

wiersza i k —tej kolumny. Dla n =1 juz nie stosujemy wzoru (0.27) tylko przyjmujemy, ze det[a]=a.

Przyktad. Obliczy¢ wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia N = 2 stosujgc rozwiniecie wzgledem
pierwszego, a nastepnie drugiego wiersza. poréwnac wyniki.

A:{au alz}_
a21 a22

Zauwazmy, ze skreslajgc na przyktad pierwszy wiersz i pierwszg kolumne otrzymamy

An :[azz]-

Rozwigzanie: Mamy dang macierz

Stosujemy teraz rozwiniecie Laplace’a (0.27) dla j =1 do naszej macierzy

det { iy alz} =(-1)"a, det A, +(-1)""a,, det A, = a, det[a,,] - a,, det[a,,] =

)
=a,8y, — 8,

Jezeli teraz zastosujemy rozwiniecie Laplace’a dla j=2 (czyli wzgledem drugiego wiersza), to

otrzymamy

det |: ail a12:| = (_1)2+l a21 det A21 + (_1)2+2 a22 dEt A22 = _a21 det[a12] + a22 det[ail] =

21 Gy
=—a,8, + 3,8, =a,,3,, —a,a,.

Jak widac¢ w obu przypadkach otrzymali$my to samo.

Ztozonos¢ obliczeniowa rozwiniecia Laplace’a (0.27) jest niestety réwniez nl. Oznacza to, ze dla
duzych n stosowanie tej metody moze by¢ w praktyce niewykonalne. Tym niemniej, obliczanie
wyznacznika metodg rozwiniecia Laplace’a jest w praktyce stosowane dos¢ czesto. Dotyczy to
przypadkéw nieduzych (N<5) macierzy lub takich, gdzie jest pewna zalezno$¢ rekurencyjna
pomiedzy wyznacznikiem stopnia n a wyznacznikami mniejszych stopni. Przy obliczaniu wyznacznika
pomocne mogg by¢ pewne operacje wykonywane na macierzy, ktére nie zmieniajg wyznacznika
macierzy.

Ponizej podano te wtasnosci wyznacznikéw, ktére moga byé pomocne w obliczeniach. Przyjmujemy,
ze macierz A jest stopnia n.

1) Jezeli macierz A posiada dwie jednakowe kolumny (wiersze), to det A=0.
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2) Wyznacznik macierzy zmienia znak, gdy przedstawimy dwie kolumny (dwa wiersze).
3) Jezeli macierz A zawiera kolumne (wiersz) ztozony z samych zer, to det A=0.
4) Jezeli do jakiejs kolumny (wiersza) macierzy A dodamy inng kolumne (wiersz) pomnozona

przez dowolng liczbe, to wyznacznik sie nie zmieni.
5) det(aA) = " det A

Dzieki wymienionym wyzej witasnosciom mozemy dang macierz tak przeksztatci¢, ze obliczanie
wyznacznika przez rozwiniecie Laplace’a bedzie szybkie, gdyz w macierzy bedzie duzo zer.

Przyktad. Obliczy¢ wyznacznik

= = = =

1
2
1
1

P W R
N S N

Rozwigzanie: Odejmujemy pierwszg kolumne kolejno od drugiej, trzeciej i czwartej

1111 pL011po0o0 10 0 0
1211111 ph1010fh100
11310 po031dpo0o21po020
111401014 p00040Ppo0o0 3

Teraz wystarczy dokona¢ rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszego wiersza (z wyjatkiem
pierwszego sktadnika wystepujq zera)

1000
100 100
1100 »
=(-D*1j0 2 ol=o 2 ol.
1020
0031003
100 3

Podobnie obliczamy uzyskany powyzej wyznacznika stopnia 3:

0 3 |0 3

1
2 O‘ ‘2 0‘

O —

0

o N O

0
O — (_l)l+11
3

Tak wiec wyznacznik wynosi 6.

Z podanych juz rozwazan wynika, ze macierz tréjkatna ma wyznacznik, ktéry jest iloczynem
elementow na diagonalnej



a, 0O O
Ay ay 0
& 8y Ay
a‘nl anZ an3
Podobnie
a,, 0
&y g
a‘n2 an3
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0
0 a,, 0
a, (82 &
O = (_1)1 1a11 2: 3:
a A, A
° &,
0 . :
| = (_1)1 1‘3‘22
a a'n3

nn

0 a,,
0 8
=ay,| .
ann an2
o |ag
- a22
ann an3

Postepujac tak n—1 krotnie oraz wykorzystujac det[a,]=a,, otrzymujemy

a, 0 0 .. O
a a, O0 .. 0
8y 8y 8, ... 0
an1 an2 an3 ann

=a;;dy ... Ay,

Przyktad. Obliczy¢ wyznacznik nastepujgcej macierzy stopnia n

X a
b
A=’
b
b b

0 .. O
a ... O
a, ... @,
0
a

nn

Rozwigzanie: Niech W, =det A, gdzie macierz A jest jak wyzej stopnia n. Jesli w macierzy tej od

ostatniego wiersza odejmiemy wiersz przedostatni, a nastepnie rozwiniemy wzgledem ostatniego

wiersza, to otrzymamy
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X a X a
b x b X
b b b b x
Wn:: : ol EEE -
b b b x al b b b X a
b b b b x |0 0 O b-x x-a
X a a a
b x a a
=(-D"""(b-x)b b x al+(-)""(x—a)Ww, .
b b b a

Teraz musimy jeszcze obliczy¢ wyznacznik stopnia n—1

O T X
o X 9
< 9 @D

a

W tym celu wynosimy z ostatniej kolumny a i odejmujemy ostatni wiersz od wierszy poprzednich

X a X a Xx—b a-b a-b 0
b x b X 0 x-b a-b 0
b b =alb b =a| O 0 x-b 0],
b b b a b b b 1 b b b 1
a teraz rozwijamy wzgledem ostatniej kolumny, co daje
x—b a-b a-b 0 Xx—-b a-b a-b a-b
0 x-b a-b 0 0 x-b a-b a-b
a| 0 0 x-b Ol=a| O 0 x-b a—bl=a(x-b)"?,
b b b 1 0 0 0 X—b

bo ostatni wyznacznik jest dla macierzy tréjkatnej, wiec jest to iloczyn elementéw na przekatnej
(pamietajmy, ze ostatni wyznacznik jest stopnia N—2). Podstawiajac ostatnia warto$¢ do wyrazenia

na W, otrzymujemy

W, = (=D)""(b—x)a(x—b)"* + (-)"" (x—a)W, , =
=(x—a)W,_, +a(x—b)"™
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Otrzymali$my w ten sposéb zaleznos¢ rekurencyjng pomiedzy W, a W, ;. Poniewaz dla n=1macierz

A sktada sie tylko z elementu X, wiec W, =det[x]=x. Podsumowujgc mamy

W, =(x-a)W, , +a(x—b)"* dla n>1,
W, =x

Mozna teraz wykazaé, ze

W = b(x—a)" —a(x—b) _
b—-a

Przyktad. (wyznacznik Vandermonde’a)

Obliczy¢ wyznacznik nastepujacej macierzy

2 n-1
Xl Xl Xl
X, X X
A=l1 x, X x|
1 x X X'

gdzie x,...,X, €R.

Rozwigzanie: Kolejno odejmujemy od ostatniej kolumny kolumne przedostatnia pomnozong przez

X,, i tak dalej az od drugiej kolumny pierwszg pomnozona przez X, (kolejnos¢ jest wazna: od prawe;

n?

do lewej strony , przebiegamy” macierz). Otrzymujemy

2 n-1 2 n-1 n-2
1 x X, 1 X=X, X =XX ... X =XX
2 n-1 2 n-1 n-2
1 x, X5 ... X 1 X, =X, X;—=XX ... X —XX;
— 2 n-1| _ 2 n-1 n-2| _
Vo=l X X X =1 X=X, Xy —=XX3 ... X —=XX3 |=
2 n-1 2 n-1 n-2
1 x, X7 ... X 1 0 XI—=XX, ... X5 —XX
2 n-1 n-2
1 X=Xy X XX e XXX n-2
2 n-1 n-2 X =X, Xl(xl_xn) Xy (Xl_xn)
L X, =X, X5 —=XX ... X —XX "
2 n-1 n-2 1| X2 — Xy X, (% = X;) Xs (%= X;)
=1 X=X, XXX ... X —XxX°|=(-1) :
: n-2
1 0 0 0 Xo1 =%, Xn—l(xn—l - Xn) X1 (Xn—l - Xn)
Teraz wytaczamy kolejno z kazdego wiersza wspdlne czynniki, (X, —X,), (X, —X,), ...,(X,4 —X,) co

daje
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x X
n+1 1 X2 Xn_z n+l
Vn = (_1) (Xl_xn)”'(xn—l_xn) = (_1) (Xl_xn)"'(xn—l_xn)vn—ﬂ
Loxy Xy

Czyli mamy zaleznos¢ pomigdzy wyznacznikiem V, stopnia n dla parametréw X,...,X, a
analogicznym wyznacznikiem V, ; stopnia n—1 dla parametréw X,...,X, ;. Nalezy te zaleznos¢

stosowac teraz iteracyjnie az do wyznacznika V, =1:

Vo= (D)™ = X%,) . (X =X WV = DA ED)" (=X ) e (X =X )V, =
= (Xn - Xl) e (Xn - Xn—l)Vn—l = (Xn - Xl) e (Xn - Xn—l)(xn—z - Xl) e (Xn—z - Xn—l)vn—z =

=...= [T (x,—x)

I<i<j<n

Zwiazek pomiedzy wyznacznikiem a operacja mnozenia macierzy
Okazuje sie, ze zachodzi bardzo fundamentalna zalezno$¢ pomiedzy operacja mnozenia macierzy a
wyznacznikiem macierzy. Jest to Twierdzenie Cauchy’ego o wyznaczniku iloczynu macierzy.

Niech A i B bedg macierzami kwadratowymi tego samego stopnia. Wtedy

det(AB) = det A-det B, (0.28)
czyli wyznacznik iloczynu macierzy jest iloczynem wyznacznikow.

Jezeli A=B, to ze wzoru (0.28) mamy natychmiast det(A”) = (det A)®. Dalej det(A*) = det(A*A)
= det(A?)det A= (det A)*> det A= (det A)°. Wida¢, ze dla dowolnego neN mamy

det(A") = (det A)". (0.29)
Zad. 11. Oblicz wyznaczniki:
‘2 3 la bl a’+1 ax+1
4 3 b a ax+1 x?+

Zad. 12. Oblicz wyznaczniki i zapisz mozliwie najprostszej postaci powstate wyrazenia:

0 a b 1 x x? 1 a b 1 a b
a 0 cl= 1y y’= 1 a+x bl= 1 x bl=
b ¢ O 1 z z° 1 a b+y 1 a X
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Zad. 13. Oblicz wyznaczniki, stosujac w kazdym przypadku rozwiniecie Laplace’a. Aby przekonad sie,
ze wybér kolumny lub wiersza nie wptywa na wynik wykonaj w kazdym przypadku dwa obliczenie:
najpierw wzgledem wybranej kolumny, a nastepnie wzgledem jakiego$ wiersza.

15 5 3 023 3
2 6 3 3 16 2 3
375 2 2 0 0 1|
4 2 33 320 2

Zad. 14. Korzystajgc z wyznacznika Vandermonde’a obliczy¢ wyznacznik

11 1 1 1
1 2 22 28 2¢
1 3 3¢ 3F 3
1 4 4° 4 4
1 5 5 5 5

Zad. 15. Udowodni¢ nastepujacg réwnosc dla wyznacznika stopnia n

11 ... 11

= —(-D(x-a)

Zad 16. Dana jest macierz

>

Il
N O N
N
o K

Obliczy¢ det(A®).

Macierz odwzorowania liniowego w bazie
Niech V i U bedg dwoma przestrzeniami wektorowymi (nad tym samym zbiorem liczbowym R lub
C) oraz niech T:U —V bedzie operatorem liniowym. Zatézmy, ze w obu przestrzeniach zostaty

wybrane pewne bazy:

u,u,,...,u, wprzestrzeni U,

Vi, Vs,,...,V, wprzestrzeni V.
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Jezeli teraz obliczymy wartosci operatora T na kolejnych wektorach bazowych u,u,,...,u,, to

mozemy wynik T(uj) €V rozkfada¢ wzgledem wektoréw bazowych V,,V,,...,V. . Jezeli wspdtczynniki

rozktadu ustawimy w | — tej kolumnie tablicy, to otrzymamy tzw. macierz operatora T w podanych

bazach:
T(uj):aljvl_i_aZjVZ+"'+amjvm dla j=:L-.-,n. (030)
Zatem
a; & a,
a a a
A=l 07 B (0.31)
aml am2 amn

jest macierza mxn. Widzimy wiec, ze wedtug przyjetej konwencji (wspodtczynniki rozktadu jako
kolejne kolumny) liczba wierszy macierzy A jest rowna wymiarowi przeciwdziedziny operatora, a
liczba kolumn jest réwna wymiarowi dziedziny operatora.

Prosze zwrdéci¢ uwage, ze macierz odwzorowania na ogét zalezy od wyboru bazy!

Najprosciej wyznacza sie macierz operatora liniowego w przypadku przestrzeni U =R", V =R" z
wybranymi bazami kanonicznymi (ei = (O,...O,l,O,...,O)). Whynika to stad, ze wspotrzedne wektora w

bazie kanonicznej pokrywaja sie z jego sktadowymi, na przykfad
R®>(3,~-1,2) =3(1,0,0) -1(0,1,0) +2(0,0,2) =3¢, —e, + 2¢,,

zatem wspdtrzedne wektora U = (3,—1,2) wzgledem bazy kanonicznej wynoszg 3, —1, 2.

Przyktad. Dany jest operator liniowy T : R® —R? wzorem
T(x,V,2)=(2x-3y+4z, 5y +2).
Jaka jest jego macierz w bazach kanonicznych.

Rozwigzanie: W obu przestrzeniach wybieramy bazy kanoniczne, a wiec

e =(1,0,0), e,=(0,1,0), &,=(0,01) w R?,
f,=(0), f,=(0,) w R’

Musimy teraz znalez¢ wspdtczynniki (wspdtrzedne) rozktadu wektoréw T () wzgledem wektoréw

fj i ustawic je kolumnami w szukanej macierzy A. Mamy zatem

T(e)=T(L0,0)=(2-1-3-0+4-0, 5-0+0)=(2, 0)=2f,+0f,,
T(e,)=T(0,1,0)=(2:0-3-1+4-0, 5:1+0) = (-3, 5)=-3f,+5f,,
T(e,)=T(0,01)=(2-0-3-0+4-1,5-0+1) = (4, 1) =4f, + f,,
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co daje macierz

2 -3 4
A= .
{o 5 1}

Jezeli teraz sie doktadnie przyjrzymy wzorowi na operator T, to zauwazymy, ze macierz powyzisza
powstata ze wspétczynnikéw T(X,Y,z) =(2x -3y +4z, 5y + z) kolejnych sktadowych umieszczanych

w wierszach (oczywiscie kolejno$¢ zmiennych we wzorze musi byé X, Y,...). Na przyktad dla operatora

liniowego T :R* — R® okreélonego wzorem
T (X, X0 X5, X,) = (2%, —4X, +5X,, =X + X, + X5, 2X + X, +6X;, +7X,),

macierz w bazach kanonicznych jest nastepujgco

2 4 0 5
A=-1 1 1 0]
2 16 7

Mozemy te obserwacje uogdlni¢ na przypadek ogdlny operatora liniowego T:R" = R". Jezeli
operator taki jest dany wzorem

T, X)) =@ X+, X, 8y X+ 8, X)), (0.32)

to jego macierzg w bazach kanonicznych jest

&y B, .. &,
a, a, .. a

N (0.33)
a, a, .. a.

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja mnozenia macierzy mozemy wyrazenie (0.32) na operator liniowy
uzyskac z macierzy (0.33) nastepujaco

QD
~
QD
N
QD
N
p=l
x
N

T X)) = . o (0.34)

QD
x

czyli w zwartej postaci

T(X)=A-X, (0.35)
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gdzie wektor X zapisujemy w formie kolumny tak, jak we wzorze (0.34).” Dlatego w zastosowaniach
czesto utozsamia sie macierz z operatorem liniowym rozumiejac przez to, ze jak mamy dang macierz
(0.33), to mozemy skojarzy¢ z nig operator liniowy wg wzoru (0.35). Nalezy jednak pamieta¢, ze
zalezno$¢ ta jest prawdziwa jezeli macierz odwzorowania obliczana jest w bazach kanonicznych

przestrzeni kartezjanskich R" oraz R".

Przyktad. Dana jest w bazach kanonicznych macierz

3 1 -2
A= ,
L 0 5}

operatora liniowego T. Podaj wzér tego operatora.

Rozwigzanie: Poniewaz macierz operatora liniowego jest obliczcona w bazach kanonicznych, wiec
mozemy zastosowac wzor (0.34). Zatem

oeft

czyli T(X, %y, %) = (3%, + X, — 2%, X, +5%;). Widac tez, ze T :R® - R?.

=<

, | = (3% + X, —2X5, X, +0X, +5X,),

xX X

2

Obrét na plaszczyZnie

Jezeli punkty pfaszczyzny bedziemy utozsamiali z dwuwymiarowg przestrzenig kartezjariskg R?, to
kazdemu przeksztatceniu geometrycznemu na ptaszczyznie odpowiada pewne odwzorowanie
F:R> > R% W szczegdlnosci obrot o kat ¢ wokét srodka uktadu wspétrzednych O =(0,0) e R*w
kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara polega na przeksztatceniu (X,y) —(X,Y")

opisanym wzorami

X' =XCos¢@—ysin g,
{ , . oysing (0.36)
y'=Xsing+ ycose,
co mozna wyrazi¢ odwzorowaniem T, :R? —R? o postaci
T,(X, y) = (xcosp—ysing, xsing+Yycos¢). (0.37)

Widaé, ze jest to operator liniowy, a macierz tego odwzorowania w bazie kanonicznej

e =(10), e, =(0,1) ma posta¢

> W zasadzie jest to troche nieprecyzyjne. W wiekszosci ksigzek, gdzie podobnie jak w tym skrypcie wektory z
R" s3 zapisywane poziomo (wierszowo): X=(X,...,X,)€R", wzér (0.35) jest raczej zapisywany z

wykorzystaniem operacji transponowania, czyli T (X) = A-X", gdyz X' jest kolumna.
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A{cow —sin (/):|. 0.38)

sinp  CcoS¢@

Zad. 1. Jaka jest macierz podanych odwzorowar liniowych w bazach kanonicznych przestrzeni R* ?

a) T(X,y) =(2x+3y, 4x—-5y)

b) T(X,y)=3x+7y

c) T(X,Y,2)=(—X+12, 2Xx+6y, 4x+7y—22)
d) T(X,¥,2)=@y—z, 2x)

e) T(X,Y,2)=3x—y+5x

Zad. 2. Jak jest macierz odwzorowania T : R* —» R?
T(X,y)=(2x+3y, 4x-5Y),

w bazie b =(@11),b,=(-21). Wybieramy te samg baze w dziedzinie i przeciwdziedzinie
U=V =R?.

Zad. 4. Czy istnieje operator liniowy, ktdry ma tg sama macierz we wszystkich bazach? Jezeli tak, to
podaj jakie$ przyktady.

Zad. 5. Podaj macierze nastepujacych operatoréw liniowych w przestrzeni wektorowej R? z
wybrang baza kanoniczna:

a) Obrét o kat @ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara

b) Odbicie symetryczne wzgledem osi OY

c) Jednoktadnos$¢ o skali A isrodku w poczatku uktadu wspétrzednych

d) Odbicie symetryczne wzgledem prostej o réwnaniu Y = ax

e) Rzut na prostg OX

f) Rzut na prostg rownaniu Y = ax

Zad. 6. Niech T : R? — R? bedzie operatorem liniowym, ktéry jest odbiciem symetrycznym

wzgledem prostej o réwnaniu Y = axX. Udowodni¢, ze T ma nastepujacg postaé:

T(x,Yy)= ((L—a%)x+2ay, 2ax—(1—-a%)y)

1+a’
Zad. 7. Podaj macierze nastepujgcych operatoréw liniowych w bazach kanonicznych:
a) T X X X Xs) = (25 43X, =X + X, Xy + X, X, 2% X, = X, Xg X0 % +X,)

b) T(Xeen X)) = (X + %5, X 4+ Xg, ey Xy + X0, X, + X))



